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Examen 1997 2

Problema 1, Mecanica

El eje de un motor de torque 7" mueve a través de un sistema de engranajes a
otro eje igual al propio, E. Si el engranaje fijo al motor tiene un perimetro 10
veces menor que el del eje E:

a) El torque del eje E sera 10 veces mayor que el del eje del motor.
b) El torque del eje E sera 10 veces menor que el del eje del motor.
c) El torque del eje E serd /10 veces mayor que el del eje del motor.
d) El torque del eje E serd v/10 veces menor que el del eje del motor.

e) Eltorque del eje E serd igual al del eje del motor.

Pista

Se supone que la transmision es ideal; en consecuencia, la energfa (potencia) se conserva
durante la misma.

Respuesta

La potencia en un eje estd dada por:
P=T w

donde P, T'y w indican la potencia, el torque y la velocidad angular, respectivamente.
Siendo una transmision perfecta se tiene que:

w
P=T wy=T1g wg = TEiiMT
WE
donde M indica “motor” y E indica “conducido”. Dado que las velocidades tangenciales en
el punto de contacto de los engranajes deben ser iguales, las velocidades angulares satisfacen:
w r
WM TM =WETE = 7M:7E:10
WE TM
puesto que la relacién entre los radios equivale a la relacién entre los perimetros.
Reemplazando:
Tp=10-T

Por lo tanto, la respuesta correcta es la (a).
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Examen 1997 3

Problema 2, Mecénica del punto

Una masa m desliza sin rozamiento por el cuarto de circunferencia que mues-
tra la figura. La parte horizontal de la pista no es suave y hay rozamiento. La
masa se frena a los 3 m. ;Cuadl es el coeficiente de rozamiento?

a) depende de la masa m.
Im

b) 1/3. ——|

v Ilm
c) 3.
3m

d) 1.

e) 2.

Respuesta

El trabajo realizado por la fuerza de friccién es igual al cambio de energia. Esto es:
—F.-d=AFE =AU+ AK

donde F indica la fuerza de friccién y d es la distancia sobre la que acttia la anterior fuerza (en
forma paralela al movimiento). £, U y K indican la energia mecdnica, la energia potencial y la
energia cinética, respectivamente. El signo menos indica que el trabajo realizado por la fuerza
de rozamiento se opone a la direccién del movimiento.

La fuerza de friccién es F' = p - mg, el cambio de energfa potencial es AU = —mg - h y el
cambio de energfa cinética es AK = 0 (comienza y termina en reposo). La distancia sobre la
que acttia la fuerza de friccién es la correspondiente al tramo recto, d = 3 m. Por lo tanto:

—p-mg-d=—-mg-h = pu=h/d=1m/3m=1/3

Por lo tanto, la respuesta correcta es la (b).
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Problema 3, Electricidad

Un capacitor de 6 pF' y otro de 3 uF se conectan en serie con una fuente de
alimentacion de 2400 V. En equilibrio, la carga de cada capacitor es, aproxi-
madamente:

a) 2,4 x 1073 C.
b) 4,8 x 1073 C.
) 7.2x 1073 C.
d) 1,4 x 1073 C.

e) 3,2x 1073 C.

Respuesta

La caida de potencial en el circuito en serie es:

v @@
V—V1+V2—Cl+02

Por conservacion de la carga, ambos capacitores deben estar cargados con la misma carga,

Q1 = Q2 = Q. Entonces:
(L 1), (@10
V_Q <01+02)_Q 01'02

Despejando la carga ) obtenemos:

CC 63

Q=01+02- 9

pF -2400V = 4,8 x 1073 C

Por lo tanto, la respuesta correcta es la (b).
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Examen 1997

Problema 4, Electricidad y magnetismo

Una carga de 2 C' se mueve en un campo magnético uniforme de: B = 37 +
4§ [N/A.m]. La velocidad de la carga es & = 27 + j [m/s]. La magnitud de la
fuerza ejercida sobre la carga por el campo es:

a) 2 N.
b) 4 N.
c) 6 N.
d) 10 N.

e) 16 N.

Respuesta

La fuerza sobre la carga esta dada por:
F=gq-[E+7xB]

El campo eléctrico E es cero. Por lo tanto:

Por lo tanto, la respuesta correcta es la (d).
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Examen 1997 6

Problema 5, Mecénica del punto

Un paquete con instrumentos de masa m serd lanzado desde una espacionave
sobre la superficie de la Luna. Para estimar con precision el lugar del impacto,
(cudl de los siguientes factores es el menos importante?

a) La velocidad del paquete en el momento de lanzarlo.
b) La masa del paquete.

¢) El periodo de rotacién de la Luna.

d) La latitud de la Luna en el sitio del lanzamiento.

e) La altura sobre la Luna a la que es lanzado el paquete.

Respuesta

La cinematica de la caida no depende de la masa del objeto. Por lo tanto, claramente
es el factor menos importante para estimar el lugar del impacto. La respuesta correcta es la

(b).
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Examen 1997 7

Problema 6, Mecénica del punto

Se tiene una masa suspendida de un resorte, bajo la accién de la gravedad,
y oscilando a una frecuencia f. Cuando la masa se encuentra en su punto de
altura minima, el punto de suspensién comienza a moverse hacia arriba con
aceleracion g. ;Cuadl serd su nueva frecuencia de oscilacién, f/?
1 f
a) f'=45.
r— L
b) =25
o f=1r
d) f'=Vv2f.
e) ff=2Ff.
Respuesta

Llamemos y a la posicién de la particula desde un inercial ubicado en el piso. Esta magni-
tud puede expresarme como la suma de la posicién del punto de suspensién, ys, y la posicién
relativa de la particula desde dicho punto, y,. Escalarmente:

Y=Ys = Yr
Diferenciando dos veces y aplicando la ley de Newton:

my = m(ys - yr) =—mg + k(yr - L)

donde k es la constante del resorte y L su longitud natural. Dado que el punto de suspensién
se mueve con aceleracién g hacia arriba, tenemos que:

§r =29 — (k/m) - (y» — L)
Llamando z = y, — L y w? = k/m, obtenemos:
F4w?oz=2g

La solucién de la ecuacién anterior (homogénea mas particular) esta dada por:

2
z(t) = A - sin(wt) + B - cos(wt) + %

Volviendo a la variable y:
y(t) = ys — | A - sin(wt) + B - cos(wt) + 2% +L

En base al enunciado es posible evaluar las constantes A y B. Debido a que el punto de
suspension estd acelerando hacia arriba, tenemos que y; = 1/2 g t2. Sin embargo, nada de
esto influye en la frecuencia del movimiento periédico que la particula realiza en torno a su
“posicién” de equilibrio. Como se puede observar en la solucién, dicha frecuencia es la misma
que la del cuerpo con el punto de suspension fijo. En consecuencia, la respuesta correcta es la

(@)
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Examen 1997 8

Problema 7, Electricidad

Dos fuentes de resistencia interna igual a 1 €2 se conectan a una resistencia
R =19, como lo indica el circuito de la figura. Las fuentes son iguales, de
modo que V; = V5 = 1 V. 5i llamamos I a la corriente que circula por R, se
cumple que:
v
al P
a) Ip =2/3 A |
b) Ir =1/3 A. _I’R
c) Elpotencial Uyp =2 V. A ’\/\/\/ B
R
d) Vi/lp=1Q.
L
\3
Respuesta
Teniendo en cuenta las resistencias internas, tenemos que:
ry 4
|
N F
Lo
1
I R
—
R
L1
—AM—!
=
Iy v,
Entonces:
V1 = T 171 + I R R
Voo = Ir-ra+1Ir-R

donde r; indica la resistencia interna de la fuente i. Sumando y teniendo en cuenta que r =
ro = R:
Vi+Vo=(L1+L)-R+2-Ig-R

Por conservacién de la carga se tiene que: I; + I; = I. Reemplazando:
Vi+Vo=Ip-R+2-Igp-R=3-R-Ig

Por lo tanto: Vi 4V oV
1 2
In=—R =3q72%3

En consecuencia, la respuesta correcta es la (a).
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Examen 1997 9

Problema 8, Mecdnica del punto

Se deja caer una pelotita desde una altura h sobre un plano inclinado de
modo que rebota eldsticamente mientras desciende por el mismo. Después
del primer rebote se cumple que:
a) Los desplazamientos entre

rebotes medidos sobre el

plano son iguales.

b) Los intervalos de tiempo en-
tre rebotes son siempre igua-
les. h

c) Los desplazamientos medi-
dos sobre el plano se dupli-
can después de cada rebote.

d) Los tiempos entre rebotes o
van duplicdndose.

e) Los tiempos entre rebotes
van disminuyendo, siendo
cada uno la mitad del ante-
rior.

Respuesta

Al llegar al plano inclinado la pelotita tiene una velocidad v = /2gh. A partir de ese
punto, conviene plantear el problema en un sistema de coordenadas rotado, como se muestra
en la siguiente figura.

y gsino
Vi
_ gcosa
, Oa

ITIIIT T

En este sistema tenemos, en forma genérica, una particula que sale a un dado angulo 6,,,
con una velocidad v, donde n indica el ntimero de colisiones con el plano inclinado. En par-
ticular, debemos resolver el problema con aceleraciones tanto en y (caso de tiro oblicuo) como
en x.

La cinematica de la particula viene dada por:

a;, = +gsina = v, =wv,cosb,+gsina-t = x:vncosﬂn-t+l/ngina~t2
ay = —gcosa = Uy =vysinf, —gcosa-t = y:vnsirl@notfl/?gcosaqf2

En particular, estamos interesados en dos cantidades: el tiempo que tarda en llegar nueva-
mente al suelo, ¢,,, y el desplazamiento recorrido, R,,.
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Examen 1997 10

De la segunda ecuacién obtenemos el tiempo que tarda en llegar nuevamente al suelo,
y(tn) = 0

2v,, sin 6,
by =
gcosa
Reemplazando este tiempo en la primera ecuacién obtenemos el desplazamiento recorrido,
R, (tn): ,
2v; sin 6
R, = =~ 22— [cos b, +sinb, tga]
gcosa

Para hallar cualquier tipo de relacién entre los rebotes debemos saber qué velocidad y
dngulo tiene la pelotita cuando llega nuevamente al plano inclinado. En particular, las compo-
nentes de las velocidades cuando llegan al punto de rebote son:

ve(tn) = vy [cosB, + 2sinb, tga]

vy(tn) = —vpsinb,

Claramente podemos observar que la componente vertical de la velocidad, al llegar nue-
vamente al piso, es la misma que al partir pero con el signo opuesto. Luego del rebote, esta
componente se invierte y tendremos que:

Componente vertical: v,,41sin6,4; = v, sinf,

De la expresion para el tiempo que tarda la pelotita en llegar nuevamente al suelo podemos

observar que:
20,41 8in6,41  2v,sind, .

tn+1 - - — ln
g cos o g cos o

Dado que, entre rebotes, se conserva la componente vertical de la velocidad inicial, el tiem-
po que tarda la pelotita en llegar al suelo es la misma para cualquiera de ellos. Por lo tanto, la
respuesta correcta es la (b).
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Examen 1997

11

Problema 9, Mecanica

Sea el sistema de una cadena y dos poleas dentadas solidarias de radios Ry
r, mostrado en la figura. Para que la razén w/F sea 4, la razén R/r debe ser:

b) 1/2. X} E
c) 2.
d) 4.

e) 1/4.

Respuesta

El diagrama de cuerpo libre de las poleas solidarias es:

wi2 wi2

Planteando equilibrio de momentos desde el centro de ambas poleas obtenemos:

F-R+ (w/2)-r—(w/2)-R=0

Despejando:

Dado que w/F = 4, tenemos que:

2R
R—r

=4 — R/r=2

Por lo tanto, la respuesta correcta es la (c).
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Examen 1997 12

Problema 10, Mecanica del punto

Tres bloques idénticos A, B y C, cada uno pesando 100 NN, estdn apilados
como se muestra en la figura. En la misma figura se indican los coeficientes
de friccién estdticos entre cada superficie. Si se incrementa gradualmente la
fuerza aplicada P desde cero, ;para qué valor de P se perdera el equilibrio?

a) 20 N. .
b) 30 N. #ETN C P
c) 40 N. AE0ETN B—
d) 60 N. #=01 A
e) 70 N.

Respuesta

Debemos analizar la situaciéon en equilibrio (y a punto de perderlo). El cuerpo C no puede
tener una fuerza aplicada; de otro modo, estaria acelerando. Por lo tanto, la interaccién de
friccién entre los cuerpos B y C es nula.

Por otro lado, la interaccién méxima de friccién entre el cuerpo A y el piso es Fa_piso
HA—piso X Na_piso. La normal entre el piso y el cuerpo es todo el peso por encima: Na_piso
300 N. Por lo tanto, la maxima fuerza de friccién posible entre A y el piso es 30 N.

En forma andloga, la méxima interaccién de fricciéon posible entre los cuerpos Ay B es
Fa_p < pa—p X Na_p. La interaccién normal es 200 N; por lo tanto, la maxima fuerza de
friccién posible entre Ay B es 40 N.

La siguiente figura muestra la situacion:

I IA

|
Fap < 0.2x 200N =40 N|
I

B

|
Fapiso <0.1x300N=30N

Claramente, para mantener el equilibrio del cuerpo A4, la fuerza desarrollada entre Ay B
no puede superar los 30 N. En consecuencia, del andlisis de equilibrio para el cuerpo B, la
propia fuerza P aplicada no puede superar este valor. Por lo tanto, el equilibrio se pierde para
P =30 N y la respuesta correcta es la (b).
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Problema 11, ()ptica

¢Cudl de los siguientes fenémenos se puede utilizar para mostrar evidencia
experimental de que las ondas de luz son transversales y no longitudinales?

a) El efecto fotoeléctrico.
b) Interferencia.

¢) Difraccién.

d) Polarizacion.

e) Reflexion.

Respuesta

Las ondas longitudinales no son polarizables debido a que las oscilaciones se desarrollan
en la direccién de propagacién de la misma. Siendo la luz una onda polarizable, al menos debe
ser transversal. Por lo tanto, la respuesta correcta es la (d).
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Problema 12, Mecanica

Un pintor de peso W se para en una escalera de masa despreciable que estd a
punto de deslizarse, como se muestra en la figura. ;Cudl de los siguientes es
el diagrama correcto de fuerzas actuantes sobre la escalera?

!-LzNz‘

——
Ny

[S)

2N

AT TR T T T T AT T R T T R R T A ST I T AT A

N

Ny
—p

[0

Respuesta

Debido a que no existe ningtin tipo de fijacién entre la escalera y la pared o entre la escalera
y el piso, la fuerza normal ejercida tanto por la pared como por el piso sobre la escalera solo
puede ser saliente. Ademads existird una fuerza de friccién paralela a las superficies. De acuer-
do a los distintos gréficos, solo la respuesta (e) presenta esta caracteristica para las fuerzas
normales. Por lo tanto, la respuesta correcta es la (e).

Instituto Balseiro, Av. Bustillo 9500, Bariloche, Rio Negro (8400), Reptiblica Argentina



Examen 1997 15

Problema 13, Calor

Una cacerola con agua hirviendo sobre una hornalla se tapa herméticamente
y se comienza a disminuir su presién con una bomba mecanica conectada a
un orificio en la tapa. Después de unos minutos:

a) La temperatura del agua sube manteniéndose constante el nivel de agua.
b) La temperatura del agua desciende y el nivel también.

c) La temperatura del agua no cambia ya que sélo depende del calor entrega-
do por la hornalla y el nivel de agua desciende.

d) La temperatura del agua no cambia ya que sélo depende del calor entrega-
do por la hornalla y el nivel de agua se mantiene constante.

e) La temperatura del agua aumenta proporcionalmente a la cantidad extra
de agua que se evapora.

Respuesta

El agua se encuentra en un proceso de transformacién de fase (liquido-vapor). En el mo-
mento en que se tapa el recipiente, el sistema representa un sistema cerrado. Si la presién a la
cual transcurre el proceso disminuye, entonces la temperatura también debe hacerlo (mientras
se encuentre en equilibrio liquido-vapor).

La disminucién de la presién puede provocar un aumento o una disminucién en el nivel del
liquido (esto es, el titulo de la mezcla puede disminuir o aumentar, respectivamente) depen-
diendo de la situacién inicial (en particular, del lado en la campana de equilibrio liquido-vapor
en que se halla inicialmente). Sin embargo, la cacerola sigue sobre la hornalla; por lo tanto, al
cabo de un tiempo el nivel debera disminuir (la adicién de calor provoca que mas agua vaya
pasando a la fase vapor).

En consecuencia, la respuesta correcta es la (b).
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Problema 14, Mecanica

Dos barras de longitudes idénticas ! y masas diferentes m; = my ms = 2m
estdn articuladas por un extremo como muestra la figura, en tanto sus
bases pueden deslizar sin rozamiento sobre una superficie plana horizontal.
Partiendo del reposo con una inclinacién de las barras respecto del piso de
60°, las mismas deslizan bajo la accién de la gravedad hasta caer y quedar
horizontales sobre el piso. El punto de articulacién a quedara:

a) A la derecha de su proyeccién p y a
una distancia /12.

b) A laizquierda de su proyeccién p y
a una distancia //12.

¢) A laderecha de su proyeccién py a
una distancia /4.

d) A laizquierda de su proyecciéon p y
a una distancia [ /4.

e) Coincidente con su proyeccion p.

Respuesta

Dada la ausencia de rozamiento, no existen fuerzas externas en la direccién horizontal. Por
lo tanto y dado que inicialmente se encuentra en reposo, la componente x del centro de masa
se mantiene constante.

Inicialmente, la componente x del centro de masa, medida desde el punto q, es:

my - (=1/2) cos 60° + my - (1/2) cos 60° _ —m-1/44+2m-1/4

=1/12
my + mao 3m /

LTem =

Cuando la barra se encuentra extendida en el piso, la componente x del centro de masa,
medida desde el punto a (en el piso) es:

my - (=1/2) +msy - (1/2) —m-l/2—|—2m~l/2:

my + mo 3m

1/6

Tem =

La siguiente figura ilustra la situacién:

Componente x del CM —=
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Examen 1997 17

Dado que la componente horizontal del centro de masa se mantiene en el mismo lugar,
el punto a quedara a una distancia //12 a la izquierda del punto p. Por lo tanto, la respuesta
correcta es la (b).
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Problema 15, ()ptica

Cuatro lentes convergentes delgadas idénticas, con distancia focal f = d, se
colocan una a continuacién de la otra separadas exactamente en d (ver figura).
Para el sistema 6ptico resultante se tendra que:

a) El foco objeto del sistema se encuentra en el punto O.
b) El foco objeto del sistema estd a una distancia 1/2 d a la izquierda de L.

c) Para objetos situados a la izquierda de L, a una distancia mayor que d, la
imagen resultante es real e invertida.

d) El sistema se comporta como una lente gruesa divergente.

e) Elfoco imagen coincide con el foco imagen de L.

Respuesta

En la aproximacién paraxial (rayos alrededor del eje axial o dngulos pequefios), el sistema
Optico equivalente es la lente en la que todos los rayos incidentes paralelos convergen al mis-
mo punto que en el sistema al que representa, y estd ubicada de tal forma que el punto de
convergencia define su foco. La siguiente figura representa la presente situacién:

L4 L2 L3 La La
N N ™ ™ ™
N N4 g ' '

Por lo tanto, la respuesta correcta es la (e).
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Problema 16, Oscilaciones y Ondas

Un tren de ondas sinusoidal que se desplaza hacia la izquierda choca con un
tren de ondas que se desplaza hacia la derecha. Ent = 0y « = 0, el desfasaje
es 0 (—m < 0 < ). La velocidad y frecuencia de ambos trenes es la misma y
las amplitudes son idénticas, entonces la resultante es:

a) Una onda que viaja hacia la izquierda o derecha de acuerdo al valor de §,
con amplitud igual a la original.

b) Una onda estacionaria con nodos distanciados en A/2.
¢) Una onda estacionaria con nodos distanciados en (1 4 d/m) /2.

d) Una onda que viaja hacia la izquierda o derecha de acuerdo al valor de ¢,
con el doble de amplitud.

e) Ninguna de las respuestas anteriores es correcta.

Respuesta

Para responder este problema rdpidamente, es conveniente escribir las ondas en notacién
compleja. Asi, las ondas estan dadas por:

Si(z,t) = AWtk (1)
Sa(x,t) = A.elWimketd) )
La resultante de ambas ondas es:
S, (x,t) = Si(z,t)+ Sg(x,t) = A e WtHha) 4 4. Wikt 3)
= A-ewt. [eikw + ei(—k‘m—&-é)} (4)

En particular, multiplicando y dividiendo el primer sumando en el término entre corchetes

por /2 y descomponiendo en dos el término ¢* en el segundo sumando, obtenemos:
Sp(z,t) = A-et. [eikz L ei8/2 =82 | =ik i8)2 62'5/2} )
— A eiwt . gi0/2 {ei(kx—é/Z) n e—i(kx—&/Q)} ©)

La expresion anterior indica que los nodos (esto es, la modulacién espacial de la onda)
queda determinada por el término entre corchetes. En particular:

[ei(mf‘s/z) + 672-(16176/2)} =2-cos(kx —9/2)
de modo que la resultante es:
Sp(x,t) =24 - et . /2 . cos(ka — §/2)
Los nodos quedan determinados por la anulaciéon de la modulacién espacial. Asi:
cos(kx —9/2) =0 = kx—-96/2=02n—-1)7/2 , n=1,2,...
Explicitamente y teniendo en cuenta que k = 27/, los nodos se ubican en:
Tn=[n—1/2)4+06/27]N/2 , n=12,...

De este modo, la onda resultante es estacionaria y los nodos estdn equiespaciados en Ax =
Tn41 — Ty, = A/2. Por lo tanto, la respuesta correcta es la (b).
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Problema 17, Electricidad y magnetismo

Un electrén se mueve con velocidad v, de izquierda a derecha, a lo largo del
eje central de un cilindro metalico infinitamente largo. Si quiero aumentar la
velocidad del mismo, de modo que en el punto P valga v + dv:

a) Reduzco el didmetro del cilindro.

- L
=P
I

b) Aumento el didmetro del cilindro.

I
. P

A —

¢) Cambio un tramo de longitud finita por un cilindro de menor didmetro.

)

=P

S e

d) Cambio un tramo de longitud finita por un cilindro de mayor didmetro.

I
=P
- — I

e) No puedo, es imposible cambiar la velocidad del electrén cambiando de
cualquier manera el didmetro del cilindro.

Respuesta

Suponiendo que el electréon se mueve a velocidades mucho menores que la velocidad de la
luz, el sistema puede analizarse como una situacion estatica. Asi, el electrén con velocidad v
induce una distribucién de cargas en la superficie del conductor, de manera que las lineas de
campo salgan perpendiculares y el s6lido sea equipotencial. Aunque nada dice el enunciado,
se considera que esta situacion se alcanz6 de alguna manera y existié algin proveedor de
cargas positivas. La situacion se esquematiza en la siguiente figura.

La distribuciéon de cargas acomparfia al movimiento del electrén y, por ello, no existen
fenémenos magnéticos de interés.

La respuesta a este problema surge del andlisis cualitativo del sistema. Supongamos que
el conductor tuviese un radio ;. La situacién estacionaria, en donde el electrén adquiere una
velocidad v y el sistema es invariante en un inercial que lo acomparia, presenta una distri-
bucién de cargas positivas sobre la superficie del conductor. Debido a los signos opuestos,
esta distribucién de cargas, en conjunto con el electrén, posee una energia potencial eléctrica
negativa. Supongamos ahora que el radio r; se lleva al infinito. En este caso, la distribucién
total de cargas tendrd una energia eléctrica nula. Sin llegar a tal limite, aumentar el radio del
conductor, r; — 72, hace que la energia eléctrica pase de E; a Es, donde E; < Ey < 0. En
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consecuencia, aumentar el radio del conductor aumenta la energfa del campo eléctrico (siem-
pre en el rango de energias negativas) y, por lo tanto, menor energia queda disponible para el
resto de las formas. En particular, en el rango analizado, la tnica otra forma de energia dis-
ponible es la energia cinética. Por lo tanto, aumentar r implica disminuir la energfa cinética o,
equivalentemente, la velocidad.

S S S S S S SSSSSSSSS
+ + + ++++++++++ + + +

+ + + +++++++++ + + + +
AN NN N N N N N N N N NN

Por el contrario, la disminucién del radio del conductor dispone de mas energia para la
cinética del electrén y, consecuentemente, aumenta la velocidad del mismo. Por lo tanto, la
respuesta correcta es la (a).
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Problema 18, Mecanica del punto

Se tiene un péndulo colgado del techo de un carro mévil. Inicialmente el
péndulo esta oscilando y el carro frenado. En el instante en que el péndulo
estd en un extremo de la oscilacién se quitan los frenos del carro, el cual pue-
de comenzar a rodar sin friccién. Decir cudl de las siguientes afirmaciones es
correcta:

a) La amplitud de oscilacién, medida desde el sistema de referencia inercial
de la Tierra, se mantiene.

b) La amplitud de oscilacién, medida desde el sistema de referencia inercial
de la Tierra, aumenta.

¢) La amplitud de oscilacién, medida desde el sistema de referencia del carro,
se mantiene.

d) La amplitud de oscilacién, medida desde el sistema de referencia del carro,
aumenta.

e) La velocidad del péndulo al pasar por su punto de menor altura, medida
desde la Tierra, se mantiene.

Respuesta

Los frenos del carro se sueltan cuando la amplitud es méxima. A partir del momento en
que se sueltan los frenos ya no existen fuerzas externas en la direccién horizontal; por lo tanto,
la velocidad del centro de masa del sistema compuesto (péndulo + carro) se mantiene cons-
tante. En particular, la condicién inicial indica que tanto el péndulo como el carro se hallan en
reposo (el péndulo estd en su amplitud méaxima). Por lo tanto, la velocidad del centro de masa
debe ser cero para todo momento posterior.

Ya con el movimiento compuesto, el péndulo alcanza su maxima amplitud (desde el siste-
ma de referencia del carro) cuando tiene velocidad cero. En base a lo anterior, el carro también
debe tener velocidad cero en ese instante. En consecuencia y por conservacion de la energia,
la amplitud del péndulo debe ser la misma que antes de soltar los frenos.

Por lo tanto, la respuesta correcta es la (c).
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Problema 19, Mecanica del punto

Despreciando la friccién entre todos los planos, si F es (3)!/2 veces menor que
el peso de la masa M, ;cudl es el angulo 6 para lograr un equilibrio estatico?

a) 5°

b) 10°

c) 15°

d) 30°

e) 40°

Respuesta

Planteando los balances de fuerzas para la masa M y la cufa:

Masa M Chifia
Nix | N,
P F

B %N
Mg !

donde:
M g: Peso de la masa M.
P: Reaccién de los soportes laterales.
Nji: Interaccion entre la masa y la cuiia.
Ny: Reaccién del piso.
F': Fuerza aplicada.

Del balance para la masa M:
Mg = Nj -cosf

Del balance para la cufia:
F=N; sinf

Eliminando N; de ambas ecuaciones obtenemos:
F=Mg-tanf = tanf=F/Mgyg
Teniendo en cuenta que F' = Mg/ /3, entonces:
tanf =1/vV3 = 0=30°

Por lo tanto, la respuesta correcta es la (d).
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Problema 20, Fisica

El verano pasado se difundié la noticia del desprendimineto de un témpano
de hielo de la Antartida. Debido a las grandes dimensiones del mismo
(1000 km? de superficie x 1000 m de espesor) algunas organizaciones am-
bientalistas advertian acerca de la posibilidad de aumento del nivel del mar
cuando el témpano se derritiera. Considerando que la densidad del agua es
de 1000 kg/m?, mientras que la del hielo es 900 kg/m?, ;en cuénto estimarfa
dicho aumento?

a) Menos de 30 pm.

b) Entre 200 pm y 400 pm.
c) Entre 1 mm y 5 mm.

d) Entre 10 ¢m y 50 cm.

e) Enrealidad, el nivel disminuird entre 1 mm y 5 mm.

Respuesta

El témpano de hielo se halla flotando sobre el mar. En esta situacioén, el témpano desplaza
un volumen de agua tal que se logra mantener a flote. El empuje que experimenta es el dado
por el peso del agua desalojada. Dado que cuando se derrita pasara a tener la densidad del
agua liquida, el volumen desalojado para sostenerse a flote es exactamente el que ocupard una
vez derretido. Por lo tanto, no existe cambio en el nivel del mar.

Sin embargo, la composicién del hielo no es exactamente igual a la del agua de mar (el
agua de mar es salina). Todos sabemos que flotamos mejor en agua de mar que en agua de rio
(la cual tiene aproximadamente la composicién del hielo de la Antartida); esto sucede porque
la densidad del agua de mar es mayor que la del rio y, en consecuencia, necesitamos desalojar
un volumen menor. Supongamos que estimamos que la diferencia es de aproximadamente
un 1 %: pa.mar/Paric = 1,01. Entonces tendremos que, mientras que el volumen de agua
desalojado cuando el témpano estd flotando es Vi, = my/pa,mar, €l volumen que ocupa el
témpano derretido es V,, = my,/pq rio. La diferencia de volimenes es:

1 1 : a,mar
AV =V, = Vap =mp - (—— — _ Vo Pamar

Pa,rio Pa,mar Pa,mar Pa,rio

Numéricamente:

1000 km? - (1000 m/km)? - 1000 m - 900 kg/m?
N 1000 kg/m3

AV (1,01 — 1) = 9,0 x 10° m?

Ahora debemos estimar cuanto representa este cambio de volumen en altura del nivel del
mar. Supongamos que la superficie de la Tierra es una esfera de radio R. La superficie de la
misma es 47 R?. El radio de la Tierra es aproximadamente 6400 km, con lo cual la superficie es
5,1 x 10** m?2. Dado que el mar cubre aproximadamente un 70 % de la superficie, tenemos que
Spmar = 3,6 x 10 m?. Por lo tanto, el cambio de altura ser4, aproximadamente:

AV 9,0 x10° m®

A = =
h Siar 3,6 x 1014 m?2

=25x107° m = 25 um

Por lo tanto, la respuesta correcta es la (a).
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Problema 21, Mecéanica del cuerpo rigido

Dos cilindros homogéneos 1y 2, de masas m; y mg y radios ry =1y ry = 2r
respectivamente, parten del reposo desde una altura h sobre planos inclinados
como los de la figura:

%:‘d//

Luego de rodar por cada plano inclinado y recorrer una misma distancia hori-
zontal d impactan contra la pared central. ;Cudl de los cilindros tarda menos
tiempo en arribar a la pared?

a) Elcilindro 2 de radio ry = 2r.

b) Elcilindro 1 de radio r; = 7.

c) Cual tarde menos dependerd de la distancia d.

d) Cual tarde menos dependera de la relacién de masas m; /mso.

e) Ambos tardan el mismo tiempo.

Respuesta

La energia cinética total (traslacion + rotacion) de cada cilindro esta dada por:

Ki=1/2m; V2 . +1/2 I W}

cm,i

donde I; indica el momento de inercia del cilindro respecto de su eje axial, I; = 1/2 m; rf.
Debido a la condicién de rodadura, tenemos que w; = V., ;/r;. En consecuencia,

Por conservaciéon de la energia ambos cilindros tendran, a todo instante, la misma veloci-
dad. Sin embargo, como indica la figura, el cilindro de mayor radio debe recorrer una distancia
efectiva menor, debido a cuestiones exclusivamente geométricas: def 2 = d — r2[1 + tan(6/2)].

/I 0/2
\ P - \ 0

')

deg L r. tg(g/2)

Por lo tanto, dada la igualdad de velocidades, el cilindro 2 llegara antes. Asf, la respuesta
correcta es la (a).
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Problema 22, Mecanica del punto

El sistema de la figura esta pensado para poder regular la altura de la lampara
L (de masa m), por medio del contrapeso P. Si se coloca un contrapeso de
masa m, jcon qué aceleracién se moverd el mismo?

N
a) 1/5g.
b) 1/3 .
Q) 2/5g.

d) 2/3g.

e) El sistema se mantiene quieto en equili-
brio.

Respuesta

Facilmente se obtiene que 2P = mg cuando el contrapeso P se encuentra colocado. Enton-
ces, cuando se reemplace el mismo por una masa m, ésta tendra una aceleracién a hacia abajo
(es un peso mayor que el contrapeso para el cual se disefio el sistema).

Planteando el diagrama de cuerpo libre para la masa que actta de contrapeso (sentido
positivo hacia abajo), se tiene que:
ma=mg—T

Planteando el diagrama de cuerpo libre para la lampara (sentido positivo hacia arriba) y
teniendo en cuenta que la aceleracién de la misma sera la mitad que la anterior, obtenemos:

2T — mg = ma/2

Despejando para T' en ambas ecuaciones e igualando, llegamos a que a = 2/5 g. Por lo
tanto, la respuesta correcta es la (c).
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Problema 23, Mecanica del punto

Un tren de pasajeros es movido por una locomotora a velocidad constante v.
El pasajero de uno de sus vagones arroja una piedra en direccién horizontal
en el sentido del movimiento del tren con velocidad w relativa al tren, el que
continiia moviéndose con velocidad uniforme.
Cuando observamos la piedra desde la Tierra:

v+ w
foe
; .
o] 0 00 O

a) La energia cinética ganada por la piedra es £mw? y ha sido provista por el
(esfuerzo muscular del) pasajero.

b) La energfa cinética ganada por la piedra es $mw? + mow y esta totalmente

provista por el pasajero.

, . 2 . 1 2 P .
c) La energia cinética ganada por la piedra es 5mw” 4+ mvw y esta parcial-

mente provista por el pasajero.

d) La energia cinética ganada por la piedra es m(v + w)? y estd provista por
el pasajero.

e) La energia cinética ganada por la piedra es m(v + w)? y estd provista por
el pasajero y la locomotora en fracciones que no podemos conocer con los
datos que poseemos.

Respuesta

Inicialmente, la energia cinética de la piedra, medida desde un inercial ubicado en la tierra,
es:
E; =1/2mv?

Luego de que el pasajero le imprimiera una nueva velocidad, la energia cinética de la piedra
desde el mismo inercial es:
E;=1/2m (v+w)?

En consecuencia, la energfa cinética ganada por la piedra es:
AE=1/2m (@w+w)*—1/2mv*=1/2muw* +mwwv

Para saber de donde proviene la energia hacemos el siguiente experimento mental: supon-
gamos que tenemos inicialmente al hombre y a la piedra en reposo (medidos desde un dado
inercial). Ambos cuerpos interaccionan y la piedra gana una dada cantidad de energia cinéti-
ca 1/2 m w?. Esta ganancia de energia surge a expensas del pasajero. Ahora los medimos en
iguales condiciones pero desde un inercial que se mueve con respecto a la situacion inicial
de los cuerpos (como en el problema). La nueva ganancia de energia es 1/2 m w? + m v w.
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Claramente, todo este cambio de energia no proviene del pasajero (;de donde proviene el res-
to?, Supongamos que aplicamos una fuerza F' (invariante para los diferentes inerciales) para
acelerar a la piedra, ;durante cuanta distancia se aplica desde el primer inercial?, ;y desde el
segundo?).

Por lo tanto, la respuesta correcta es la (c).
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Problema 24, Electricidad y magnetismo

En el siguiente circuito:

donde C

L=004h ,

2 ]_ 1
E, =15V /

o
Ey=15V B T E,

R=5Q

C=4uF

= Lallave K se encuentra en la posicién 1 desde mucho tiempo atrds. En el
instante ¢ = 0 se cambia la posicién de la llave K de 1 a 2.

= Se observa el sistema a t' = 0,0011 s. ¢ > 0 significa que el potencial de
b es positivo respecto de a. i > 0 significa que la corriente circula de b
hacia a.

Indicar cudl de los valores de ¢ e i se observan en el sistema.
a) ¢=286x107%C;i=0,173 A.

b) ¢ =286 x 107°C;i = —0,173 A.

c) ¢g=—-28x10"%C;i=10,173 A.

d) ¢q=60x10"°C;i=0 A.

e) Ninguna de las respuestas anteriores es correcta.

Respuesta

La carga en el capacitor al momento de cambiar de posicién la llave es:
g=C-F1=4x10%F-15V =60x10"%C

pues, una vez que se alcanza el estado asintético (no hay corriente), toda la caida de potencial
se produce alli.

Cuando se cambia de posicién la llave de 1 a 2, la caida de potencial existente en el capacitor
es exactamente igual al potencial entregado por la nueva fuente (15 V). En consecuencia, no
circulara corriente alguna (y el capacitor seguird cargado con la cantidad de carga que ya
tenia).

Por lo tanto, la respuesta correcta es la (d).
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Problema 25, ()ptica

Una doble rendija con un espaciamiento de d = 0,48 m/m se ilumina con luz
azul de Cadmio (A = 480 nm). ;A qué distancia [ de las rendijas se obtendran
franjas separadas 1 mm?

a) No pueden formarse franjas porque d es multiplo de [.

b) Faltan datos para resolver el problema.

¢) [ =100 cm.

d) | =40 cm.

e) | =200 cm.
Respuesta

El experimento de la doble rendija o experimento de Young nos dice que las franjas bri-

llantes satisfacen:
AL
Y=o m

donde:
A: Longitud de onda.
L: Distancia entre la doble rendija y la pantalla donde se proyecta la interferencia.
d: Separacién de las rendijas.
m: Numero de orden de las franjas.

Por lo tanto, la separacién entre dos franjas brillantes sera:

AL
¥ =—
d
Despejando para la distancia L obtenemos:
d-Y
L=——
A

Numéricamente:
0,48 x 1073 m-1x 103 m

480 x 1072 m

Por lo tanto, la respuesta correcta es la (c).

L =1m
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Problema 26, ()ptica

Una boya esférica flota estética en el mar durante los primeros minutos del
amanecer. La playa estd al oeste de la boya. La sombra proyectada por la esfera
es:

a) Un rectangulo de ancho igual al didmetro de la esfera y que se extiende
desde la esfera hasta la playa. Esta sombra se observa s6lo en la superficie
del mar.

b) Un circulo con didmetro igual al didmetro de la boya que se encuentra en
el fondo del mar. El d&ngulo que forman la sombra, la boya y la superficie
del mar coincide con el dngulo limite de la interface agua-aire.

¢) Los fenémenos de difraccion e interferencia dominan la descripcion de este
problema y es muy complicado estimar la sombra producida por la boya.

d) La sombra se extiende en la superficie del mar como descripto en a). La
sombra también forma una franja en el fondo del mar de ancho igual al
didmetro de la boya que se extiende desde el dngulo limite (como descripto
en b)) hasta la playa.

e) Ninguna de las anteriores.

Respuesta

El fondo del mar (cuando la profundidad no es grande) se encuentra iluminado por los
rayos dispersados en la atmésfera (provenientes de todos lados). Debido a la reflexién total
interna, los rayos provenientes directamente del Sol no alcanzan el fondo del mar. En con-
secuencia, no puede existir una sombra en ese lugar. Asimismo, los rayos directos del Sol
iluminan la superficie del mar. La esfera oculta esta reflexion en la zona detras de la misma y,
por lo tanto, genera una sombra sobre la superficie.

Por lo tanto, la respuesta correcta es la (a).
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Problema 27, Electricidad y magnetismo

En el circuito de la figura se verifica que:

00 Q

IO
- R=1
C=200 uF
R
u R L=2h
E@ E=220V,50Hz
- C _|_ L

a) Ip = 2,2 Aen fase con E.

b) Iy = 1,1 Aen fase con E.
¢) Ip = 1,1 A atrasada en 7/2 respecto a E.
d) I = 2,2 A adelantada en /2 respecto a E.

e) Ninguna de las respuestas anteriores es correcta.

Respuesta

En la siguiente figura mostramos el procedimiento a seguir:

Iy

—_—

+

E@ Zy

La impedancia equivalente del circuito serie izquierdo, expresada en notacién compleja,

es:

~ ].
ZlZR—Z'E

Asimismo, la impedancia equivalente del circuito serie derecho es:
Zy=R+1 -wlL

donde 7 indica el nimero imaginario puro. La combinacién en paralelo de las anteriores impe-

dancias es:
1 1 1 1 1

:7—|—7: — + =
Zeq Zl Z2 R — Z/WO R+ZWL

Operando algebraicamente obtenemos:

P w(R*C + L) +iR(w?LC — 1) _ R @BC+L/R)+ i(WALC —1)
“ 2wRC + i(w2LC — 1) 2wRC + i(w2LC — 1)

Instituto Balseiro, Av. Bustillo 9500, Bariloche, Rio Negro (8400), Reptiblica Argentina



Examen 1997 33

Debido a que los valores indicados para los elementos del circuito satisfacen que RC =
L/R o, equivalentemente, R? = L/C, el numerador y el denominador en la tltima expresién
son iguales. Por lo tanto,

Zeg =R =1000Q

La relacién entre ig y E estd dada por:
E:Zeq'i() = iOZE/Zeq:2,2A

Dado que la impedancia equivalente para relacionar I con i es enteramente real (no tiene
parte imaginaria), la corriente 7 estd en fase con E.
Por lo tanto, la respuesta correcta es la (a).
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Problema 28, Fisica

Un recinto previamente evacuado, como el de la figura, se llena con agua
hasta los niveles que se indican. Las véalvulas inferior y superior estan inicial-
mente cerradas y se quiere nivelar el agua en los dos cilindros principales.

a) Esto se logra sélo si se abren
las dos véalvulas con un orden
determinado.

b) Esto se logra sélo si se abren || i ||
las dos valvulas e indepen-
dientemente del orden en
que se abran.

=]
—

c) Esto se logra sélo si se abre la
vélvula inferior.

d) Esto se logra sélo si se abre la
valvula superior.

-l

e) Con cualquiera de las valvu-
las que se abra se logra nive-
lar el agua en los dos cilin-
dros.

Respuesta

Inicialmente, ambos recintos se encuentran a la presién de saturacién del agua a la
temperatura que tengan los mismos (presion de vapor).

Esta presion es independiente del nivel del liquido y, por lo tanto, abriendo la valvula
inferior se logra nivelar ambos recipientes. Esto es, al existir una diferencia de columnas
de agua, se establece un flujo de un recipiente al otro; sin embargo, la presién del vapor
se mantiene constante (siempre que se espere un tiempo hasta lograr el equilibrio entre
fases) y, por lo tanto, el flujo seguira mientras exista diferencia en las columnas de agua. El
proceso continda hasta que los niveles se igualan. Lo anterior no ocurre cuando los recintos se
encuentran inicialmente a presién atmosférica, ;por qué?.

Asi, abriendo la valvula inferior (e independientemente de lo que se haga con
la superior) se logra igualar los niveles y, por lo tanto, la respuesta correcta es la

(0).
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Problema 29, Hidrostatica e hidrodinamica

Un cafio de radio 2 ¢m que lleva agua se sostiene horizontalmente medio me-
tro por encima del piso. El agua, con una densidad de 1000 kilogramos por
metro ciibico, abandona el cafio en el estremo y toca el piso a una distancia
de 2 metros del cafio, medidos a lo largo del piso. Si se desprecia la friccién
con el aire, la masa de agua por unidad de tiempo descargada por el cafio es
aproximadamente:

a) 2 kg/s.
b) 4 kg/s.
Q) 6 kg/s.
d) 8 kg/s.

e) 16 kg/s.

Respuesta

Luego de salir por el cafio, cada elemento de agua se encuentra en caida libre. De la ci-
nematica tenemos que:

z = V-t
y = h—1/2.g-t

Eliminando el tiempo y haciendo x = z;, cuando y = 0 (llegada al piso) obtenemos:

/ 9,8 m/s?-(2m)?
\/ 5. O5m = 6,26 m/s

La masa de agua por unidad de tiempo que debe circular por el cafio es:

=p-Vo-A=p-Vo-mr? =1000 kg/m?>- 6,26 m/s - m-(0,02m)* = 7,87 kg/s

Por lo tanto, la respuesta correcta es la (d).
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Problema 30, Electricidad

(Cudl es la fuerza para separar dos esferas de Magdeburgo de radio R, si la
presién atmosférica es P? (Las esferas de Magdeburgo son dos semiesferas
apoyadas una contra la otra formando una esfera dentro de la cual se hace
vacio).

a) TR2P.
b) 27 R2P.
c) 4TR?P.
d) 7R*P/2.
e) 2rR3P/3.

Respuesta

El estado de fuerzas puede analizarse en un volumen de control cilindrico que contiene a
una de las hemiesferas.

o P
Vacio atm

Patm

Dado que todo lo que se encuentra dentro de este volumen se halla en equilibrio, las fuer-
zas aplicadas sobre el mismo deben anularse entre si (resultante nula).

El recubrimiento cilindrico del volumen soporta una fuerza hacia el eje del cilindro, prove-
niente de la presion externa. Dada la simetrfa, la resultante es nula.

La cara derecha del cilindro soporta una fuerza F' = P- A hacia la izquierda, proveniente de
la presién externa (A es el area de la seccién circular). Cuando las hemiesferas se encuentran
unidas, la anterior fuerza queda equilibrada por una fuerza andloga proveniente de la otra
hemiesfera (aplicada sobre la cara izquierda de la superficie que define el volumen de con-
trol). Cuando se busca separar las hemiesferas, el contacto entre ambas se pierde y, con ello,
las fuerzas del vinculo. En este caso, la fuerza proveniente de la presion es equilibrada por la
fuerza externa que se aplica para lograr la separacion (en forma de traccién).

En consecuencia, la fuerza necesaria para separar las hemiesferas de Magdeburgo es:

F=P-A=7nR*’P

Por lo tanto, la respuesta correcta es la (a).
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Problema 1, Algebra lineal

El conjunto de soluciones reales de la ecuacién: =0es:

S NN

-~ =W
8

w 8,8

a) vacio.
b) {0}.

o {1}.

d) {1,-3}.

e) {Vv3,—V3}.

Pista

Las barras indican determinante.

Respuesta
Desarrollamos el determinante que aparece en la expresion:
2-(3-72%)—3-(6-62°)+x-(14—6)=0
Operando algebraicamente llegamos a la siguiente ecuacién:
d® + 8z —12=0
La solucién de la misma estd dada por

-8+ v64+12-16
T1,2 = 22— =—-142

Asi, el conjunto solucién es {1, —3} y la respuesta es la (d).
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Problema 2, Calculo

a) 0
b) e — 2.
PPE e
— = c) e—1.
nzzn!
d) e
e) e+ 1.

Pista

Las propias respuestas dan una pista de cémo encarar este problema. ;Cémo es el desa-
rrollo de e” alrededor de x = 0?

Respuesta

Sea la funcién f(x) = €*. La derivada n-ésima de dicha funcién es la misma funcién, e*.
De esta manera, el desarrollo en series de Taylor de f(x) alrededor de = 0 es:

1 1 1 1
f(x)=€z=60+60~x+5-eo-x2—|—§~eo-m3+...:1+x+a-aj2+§-x3+...

En particular, evaluando la funcién en z = 1 obtenemos:

1 1
1_ 42 13
e—1+1+—2! 1+—3! 1°+ ...

Operando algebraicamente,

1 1 =1

Asi, la respuesta correcta es la (b).
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Problema 3, Algebra lineal

(Para qué valor de & la matriz < i) _kl ) tiene un autovalor igual a 2?

a) —2.
b) 0.
o 1
d) 2.

e) 3.

Respuesta

Los autovalores de una transformacion lineal, representada por la matriz A, son aquellos
escalares A que satisfacen la ecuacién |4 — AI| = 0, donde las barras indican determinante e I
indica la matriz (transformacion) identidad.

Desarrollando dicho determinante obtenemos:

’3—)\ -1

U ‘2(3—)\)-(k—)\)+1=0

La ecuacién de autovalores anterior (en la variable ) tiene dos soluciones. Por el mismo
enunciado conocemos una de ellas. Reemplazando el autovalor pedido, A = 2, obtenemos:

(k-2)+1=0 = k=1

De esta manera, la respuesta correcta es la (c).
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Problema 4, Calculo

Un punto se desplaza sobre la curva formada por la interseccién de la super-
2

ficie z = %2 + 4 y el plano y = cte.

En 2 = 3 1a componente v, de la velocidad vale 9 m/s, el médulo de la veloci-

dad en ese punto es aproximadamente:

a) 9m/s.

b) 10,82 m/s.

c) 9,85 m/s.

d) No se puede calcular.

e) 6m/s.

Respuesta

La curva de interés estd definida como la interseccién de dos superficies: un paraboloide
y un plano. En particular, la curva satisface:

zZ=—+

_ 2’ y? 2 2

=G5 +7 R a” | K°
y=K 9 4

Esto es, la curva es una parabola, z(x). La derivada de z con respecto a x nos da la pendiente

de esta curva en cualquier punto:

2
() = o®

En el punto = = 3, la pendiente vale z/(z = 3) = 2/3.
La recta tangente estd definida por el punto en si y la anterior pendiente. Asi, el vector
directriz de esta recta tangente, a menos de un factor multiplicativo, es (z, z) = (1, 2).
A su vez, sabemos que el vector velocidad es tangente a la curva; en consecuencia, debe
tener la misma direccién que el anterior vector. Por proporcionalidad,
v. _ 23 _2
Vg 1 =3

Numéricamente, v, = 2/3 -9 m/s = 6 m/s. Entonces, el médulo de la velocidad es

v=/v2+v2=+81436m/s=10,82m/s

En consecuencia, la respuesta correcta es la (b).
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Problema 5, Calculo

La derivada de la funcién u = zy* + yz? en el punto (1,2, 1) en la direccién de
la recta que pasa por dicho punto y por el (2,3, 3) es:

a) % 17

b) 2

c)%f

d) 2

=
-

Il
S

i)
e) o

Respuesta

La derivada direccional, D,u, puede obtenerse a partir del gradiente de la funcién u, Vu,
y el versor que define dicha direccién, 7, segiin:

ou ~
DTU—E—VU-T

Esta derivada es parcial en cuanto a que solo considera variaciones en la direccién analiza-

da.
El gradiente de la funcién es:

Vu = (0u/0x,0u/dy,0u/dz) = (y2, 2xy + 2%, 2y2)

El gradiente evaluado en el punto (1, 2, 1) resulta:

Vu=(4,5,4)
El vector que une los puntos dados se obtiene como diferencia de los vectores posicién:

v=1(2,3,3)—(1,2,1) = (1,1,2)
Con lo cual el versor 7 resulta:
= (1/v6,1/6,2/v6)

Asi, la derivada direccional es:

17
(4+5+8) =

Dyu = (4,5,4) - (1/v6,1/V6,2/V6) = 7

Sl

Por lo tanto, la respuesta correcta es la (a).
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Problema 6, Calculo

Six = z(t) ey = y(t), entonces 3272 =

a) 30,
b) ZE53L.
@) B,

i

Respuesta

dy

Obtenemos la derivada primera, 72, aplicando la regla de la cadena:

dyidyﬁ

dr — dt de
Implicitamente se supuso que la funcién x = z(t) es inyectiva; luego,

dr dx dt dx dt dt dx

x = x(t) = z[t(z)] — - G de — 1—5% — @_1/5
Reemplazando,

dy _dy dz _y

de  dt'dt @
Obtenemos la derivada segunda:

y _ddy _ ds
dz?2  dxdr  dx

Aplicando diferenciacién de un cociente:

. dy - da
Py ig — 9,
dz? ()2

Aplicando nuevamente la regla de la cadena:

2 . dy dt - di dt
&Yy gy~ Yitds

da? ()2
Reemplazando % y la notacién para las derivadas temporales:

Py _ &j)E— g/ _ i - gE

da? @2 (@)

De acuerdo a lo anterior, la respuesta correcta es la (a).
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Problema 7, Calculo

Un automoévil comienza un viaje a las 9:00 hs. Transita por una carretera per-
fectamente recta, y llega a destino al mediodia. Durante el viaje los siguientes
eventos tienen lugar (no necesariamente en orden).

= El automovil se detiene y retrocede al menos una vez.
= El automévil cruza un puente situado entre los puntos extremos del viaje.

El siguiente grafico muestra la distancia entre el automévil y el puente en cada
instante del viaje. En todo punto del gréafico la funcién tiene al menos derivada
segunda definida.

10

Distancia entre el auto
y el puente (kilémetros)
wn

0 1 2 3
Tiempo transcurrido (horas)

(Cudntas veces durante el viaje, el automévil detuvo su movimiento hacia
adelante, y luego, sin retroceder, continué su camino?

a) Una.

b) Dos.

c) Tres.

d) Cuatro.

e) Ninguna.

Pista

¢ Qué pasaria si supusiéramos que el automovil comienza yendo hacia atrds y en determi-
nado momento llega al puente (se hace cero la distancia), desde donde comienza a ir hacia
adelante? En este caso, la grafica mostrada seria equivalente al avance del automévil con el
punto de partida ubicado en ~ 1,9 km. Sin embargo, nos dicen que el automévil cruza el
puente. En consecuencia, la tnica posibilidad es que el automévil arranque yendo hacia ade-
lante y, por lo tanto, debemos tener presente que la funcién graficada no marca la distancia
desde el punto de partida sino la distancia desde el puente que estd en algtn lugar inter-
medio entre los puntos extremos. Dado que la distancia es una funcién definida positiva, la
medicién desde el puente serd positiva atin cuando se mida para atras (hacia el punto de par-
tida).
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Respuesta

Lo primero que debemos hacer es identificar en el grafico cudl es el momento en que el
automovil cruza el puente. Esto sucede cuando la distancia al puente (eje vertical) es cero; o
sea, a las 9:35 hs. aproximadamente. Entonces vemos que, desde las 9:00 hs. hasta el momento
en que cruza el puente, el automévil avanza hacia adelante. Al llegar al puente detiene mo-
mentdneamente su marcha (la derivada se hace cero) y luego contintia avanzando.

Luego de cruzar el puente, el avance del automoévil hacia adelante queda especificado por
una derivada positiva (en el grafico mostrado) y el retroceso del mismo por una derivada ne-
gativa (antes de cruzar el puente, la situacién es justamente al revés -para hacer este mismo
andlisis es necesario regraficar el primer tramo proyectando especularmente la curva respecto
del eje del tiempo).

Asimismo, ademdas del momento en que cruza el puente, existe solo una situacién adi-
cional en la que el automévil viene avanzando hacia adelante (derivada positiva), detiene su
marcha momentdneamente o por un lapso de tiempo finito (derivada nula en un punto o en un
segmento) y, sin retroceder (sin que la derivada se haga negativa), contintia su marcha hacia
adelante (contintia con derivada positiva).

Por lo tanto, la situacién planteada sucede dos veces y la respuesta correcta es la

(b).
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Problema 8, Calculo

Mismo enunciado que el del problema 7.

(En cudl de los siguientes intervalos la velocidad del automévil se estaba in-
crementando?

a) 9:50 - 10:00.

b) 10:30 - 10:40.
¢) 10:50 - 11:00.
d) 11:10 - 11:20.

e) Ninguno de los anteriores.

Respuesta

Analizamos cada uno de los intervalos:

= 9:50-10:00 hs. - El automoévil va disminuyendo su velocidad hasta que se hace cero y
luego comienza a ir hacia atrds (aumenta su velocidad en retroceso).

= 10:30-10:40 hs. - El automévil se encuentra quieto.

= 10:50-11:00 hs. - El automovil va incrementando su velocidad progresivamente (segunda
derivada positiva).

= 11:10-11:20 hs - idem caso (a)

Claramente, el caso (c) satisface el enunciado y, por lo tanto, es la respuesta correc-

ta.
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Problema 9, Calculo

Si f es la funcién cuyo grafico se muestra en el enunciado del problema 7.
¢Cuadl de las siguientes afirmaciones es cierta para f’, la derivada de f?

a) f'(t) #0para2 <t <2,5.

b) El valor minimo de f’(t) es 0 para ¢ entre 1y 2.
¢) f'(t) <Opara0,1<t<0,5.

d) f/(1,5) > 1.

e) Ninguna de las anteriores.

Respuesta

En este caso nos interesa la funcién tal como se encuentra graficada. Analizamos cada una
de las afirmaciones:

m f(t) # 0 para2 < t < 2,5: Se observa que a t ~ 2,25 (correspondiente a la hora 11:15
aproximadamente) la derivada se hace cero. La afirmacién es falsa.

= El valor minimo de f/(t) es 0 para t entre 1 y 2: Desde ¢t = 1 hasta ¢t ~ 1,15 la derivada
es negativa, con lo cual el valor minimo de la derivada en el tramo planteado no es 0. La
afirmacion es falsa.

= f'(t) < 0para0,1 <t < 0,5: La derivada en el tramo planteado siempre es negativa. La
afirmacion es verdadera.

= f’(1,5) > 1: La derivada en el instante planteado es 0. La afirmacién es falsa.

En consecuencia, la respuesta (c) es la correcta.
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Problema 10, Calculo

(sinx)?

T 1
a) —oo.

b) 0.

c) 1.

d) 2.

e) +oo.

Respuesta

Tanto el numerador como el denominador tienden a cero conforme z lo hace. Entonces,
aplicando la regla de L’'Hopital:

(sinz)? 4 [(sinz)?] - 2sinx cos
r~>06$—$—1_I*’Odi(er—l'—l)_wg% er —1

X

=0

La indefinicién continda pero sigue siendo del tipo =, por lo que aplicamos nuevamente
la regla de L’'Hopital:

2

(sinz) £ (2sinzcosz)  2cos’x —2sin’x

= = 11m
z—0ef —x —1 z—0 dd (ex — 1) z—0 e’

X

El limite del lado derecho de la ecuacién estd definido y es igual a 2, por lo que el limite
pedido debe ser igual a este valor. Asi, la respuesta correcta es la (d).
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Problema 11, Calculo

Si f(z) = z|x| para todo x real, entonces f es diferenciable para
a) Ningtin ntiimero real.

b) Solo en 0.

¢) Solo nimeros positivos.

d) Solo ntimeros negativos.

e) Todos los numeros reales.

Respuesta

La funcién planteada es una parabola, con la parte correspondiente a los reales negativos
reflejada respecto del eje z. El tinico posible punto conflictivo para la definicién de diferen-
ciabilidad de una funcién es el correspondiente a z = 0. Sin embargo, en este punto, el limite
del cociente incremental tiende al mismo valor por ambos lados y, por lo tanto, su derivada
estd definida. Asi, en todo el eje real existe la derivada (los puntos distintos de z = 0 clara-
mente tienen derivada definida) y, en consecuencia, la funcién es diferenciable para todos los
reales. De modo que la respuesta correcta es la (e).
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Problema 12, Calculo

Si f(z) es una funcién diferenciable a todo orden que cumple % = [f(2)]?,

d" f(z)

dxzmn 7

entonces la derivada n-ésima de f(z), es

a) n [f(z)]".

b) nl [f(a)]" .

o (n+ D! [f(=)]"
d) (n+1) [f(x)".
e) n [f(x)]*".

Respuesta

Vamos a obtener las primeras derivadas y, a partir de ellas, inferir una expresién general.
Primera derivada:

df () _ 2
de [f(2)]

Segunda derivada:

Pflx)  ddf(z) d 21 _ df (x) 2 _
2P = S8 - @R =2 @) L =2 ) @) =2 [f@)
Tercera derivada:
d3f(x) _d d*f(x) _d B df(z) B
L - S - LR U@ =6 @ T =6 @) F@)R =6 (@)

Cuarta derivada:
df (z)

d4f(33) d dgf(fU) d a4 _ 3 _ 3 2 5
= S = 6@ = 1 @) T2 = 24 @) @) = 24 /(@)

En este punto ya estamos en condiciones de seleccionar la respuesta correcta. De acuerdo a
las diferentes expresiones para las derivadas, la expresiéon general podria llegar a ser (la tinica
de entre las respuestas correctas con alguna posibilidad):

d" f(x)

dl‘”

= nl [f(a)]"+

Lo probamos por induccién. El caso inicial de la induccién ya estd demostrado pues la
expresion propuesta satisface con seguridad hasta el caso n = 4. Asumiendo cierta la proposi-
cién para el caso n, analizamos la veracidad del caso n + 1.

Sea 221 — 1 [f(a)]"*!, entonces:
n—+1 T nf(y n! T n+1 T
TI) _ dde) A OISy (e D = g (@) 2
(1) £(
ddx(n%()*) = (n+ 1)! [f(x)]mtDH

Siendo verdadero el caso n, el caso n + 1 también lo es. Luego, por induccién, la expresion
propuesta es cierta para todo n.
Asi, hemos demostrado que la respuesta (b) es la correcta.
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Problema 13, Calculo

Sean p y ¢ constantes. Si f(z) = p sin(z) + q « cos(z) + z? para todo x real y
f(2) = 3, entonces f(—2) es:

a) —3.
b) —1.
o 1.
d) 5.

e) Falta informacion.

Pista

Debemos analizar la paridad de las diferentes componentes.

Respuesta

Analizamos la paridad de cada una de las funciones que se utilizan para definir a f(z).
Ast:
sin(a) = —sin(—a)

cos(a) = cos(—a)
z? = (—x)?
Evaluando la funcién en z = —a:
f(~a) = p sin(—a) + ¢ (~a) cos(—a) + (~a)”
Utilizando la paridad de las distintas funciones:

f(=a) = p [~sin(a)] + ¢ (—a) cos(a) + a* = —p sin(a) — q acos(a) + a*

Sumando y restando a*:
f(=a) = —p sin(a) — q acos(a) — a* + a* + a* = —[p sin(a) + q acos(a) + a?] + 2a>
El término entre corchetes es f(a). Reemplazando,
f(=a) = —f(a) +2a?

Dado que a = 2, obtenemos que f(—2) = —f(2) + 2(2)?> = —3 + 8 = 5. De este modo, la
respuesta correcta es la (d).
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Problema 14, Calculo

Una soluciéon de la ecuacién iz? — z +1i = 0 es:

e) Ninguna de las anteriores.

Pista

Una solucién de la ecuacién genera una identidad cuando se reemplaza en la mis-
ma.

Respuesta

Las soluciones de la ecuacion son:

—(=1) (-1)2—4i2  14+./1-4(-1) 1+/1+4 1++5
€T = = = =
12 2i 2i 2i 2i

Multiplicando y dividiendo por i:
(1£v56)i  (1+£V5)i

1£v51 1
VBi_ = =(--+
20 i 2(i2) -2 2

)i

T12 =

V5
2

En consecuencia, una de las soluciones es 7 = (—4 — %)z, la cual corresponde a la respuesta

.
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Problema 15, Calculo

El conjunto de ntimeros complejos z que verifican [Re z| + [Im z| < v/2 |z| (Re,
Im: parte real e imaginaria) en el plano complejo es:

a) un circulo.
b) una elipse.
¢) un semiplano.
d) todo el plano.

e) ninguno de los anteriores.

Respuesta

Escribimos z = = + i y. De este modo, Re z = x e Im z = y, y lo planteado en el enunciado
se traduce a:

2| + [y < V2 Va2 + 12 = V222 +y?)

Dado que trabajamos con los médulos y el problema es simétrico respecto del origen, po-
demos mirar solo lo que ocurre en el primer cuadrante. Esto es:

z+y < V222 +y?)

Operando,
(z+y)? < 2% +y%)
4y 42y < 22 +97)
0 < 224y —2ay
0 < (z—y)?

La ultima desigualdad se satisface para cualquier par de reales z, . Por lo tanto, todo el
cuadrante analizado satisface la desigualdad planteada y, en particular, la igualdad se obtiene
en la recta identidad. El andlisis en los otros cuadrantes es idéntico y la igualdad se cumplird en
las rectas |z| = |y|.

Un resultado equivalente se obtiene si se analiza la desigualdad con notacién polar para el
complejo z.

En consecuencia, todo el plano complejo satisface la desigualdad y la respuesta correcta es

la (d).
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Problema 16, Calculo

El conjunto de ntimeros complejos z que verifican [z — 1| + |z + 1| < 2 enel
plano complejo es:

a) un circulo.

b) una hipérbola.
¢) un segmento.
d) un punto.

e) dos puntos.

Respuesta

Planteemos un caso simple. Sea el nimero complejo z = i - J; esto es, un ndmero ubicado
sobre el eje imaginario. En este caso, la suma es:

214|241 == 14i-0|+|14i-0| = V1+02+ /1462

La suma anterior sera igual a dos tinicamente en el caso en que J sea igual a 0. En cualquier
otro caso, la suma serd mayor que 2 y la desigualdad planteada no se cumplira. Esto nos da el
indicio de cémo debe ser la solucion.

Sea el nimero complejo z = = + i - §, donde x € [—1, 1]. La suma, en este caso, es:

=1+ +1=|@-1)+i- 0 +|@@+1)+i-6 =12+ +/(z+1)2+0

y, dado que x estd ubicado entre [—1, 1], se tiene que |z — 1| + |« + 1| = 2. Asi, al igual que en
el caso anterior, la suma sera igual a 2 sélo si 6 = 0, pues:

lz =1+ ]z+1 =z -]+ |(z+1)] =2

Por lo tanto, la solucién de la desigualdad (en realidad sélo se puede cumplir la igualdad)
es el segmento ubicado entre [—1, 1] y la respuesta correcta es la (c).
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Problema 17, Geometria

¢Cual de las siguientes superficies en R? esta totalmente contenida dentro de
alguna esfera?

a) 22 +y*=1.

b) 2% — 9% + 22 + 22y = 1.
o) 22 +2y? +22 -2z =1
d) 22 +2y+3z=1.

e) ninguna de las anteriores.

Pista

La respuesta (a) inmersa en %2, ;estd acotada?
En %3, la ecuacion representa una superficie cilindrica de modo que no existe una esfera
que la contenga.

Respuesta

En este ejercicio debemos darnos cuenta de que una superficie esférica o elipsoidal siempre
se encuentra acotata por una superficie esférica puesto que, en su forma normal (esto es, una
vez realizadas las traslaciones y rotaciones convenientes) suma términos todos positivos. Asi,
la imposicién de que dicha suma sea igual a un dado ntimero, a, hace que el lugar geométrico
de los puntos esté definido dentro de la esfera con radio vector a (al no existir restas, no se
cancelan magnitudes infinitamente lejanas).

De las respuestas dadas, la tinica con apariencia de superficie esférica o elipsoidal (esto es,
los términos cuadraticos puros tienen signo positivo) es la respuesta (c). Probamos que es una
superficie elipsoidal trasladada. Tenemos:

2?42 42 20 =1

El término lineal en = da cuenta de una traslaciéon en dicha coordenada. Antes debemos
completar cuadrados. Sumando y restando 1 obtenemos:

24+ +1-1=1

Reordenando,
(2 =22+ 1)+22 +22-1=1

El término entre paréntesis es el cuadrado de (z — 1). Reemplazando y reordenando:
(x—1)2+2°+22=2
Trasladando el eje de las = mediante la transformacién = = — 1 obtenemos:
Pt =2

Dividiendo ambos términos de la igualdad por 2 llegamos a:

‘%2 2

2 z
bl 21
5 TVt
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El resultado anterior es la forma matematica de una superficie elipsoidal de semieje segtin
7 igual a /2, semieje segtin y igual a 1, y semieje segtin z igual a v/2.

Dado que obtuvimos una superficie elipsoidal, sabemos que la misma esta acotada por
al menos una superficie esférica (en realidad infinitas) centrada en el origen del siste-
ma trasladado (y también en el sistema original). Por lo tanto, la respuesta correcta es la

(OF
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Problema 18, Algebra lineal

. 1 2 0 1
SlA—[3 4}yB—{2 3},en’concesA-B—
4 7
D | g 15}
(4 8
b) 7 15}
9 3 4
1116 |
(3 11
) 4 16}
e) Ninguna de las anteriores.

Respuesta

Realizando la multiplicacién de matrices obtenemos:

P R A B i e B

Por lo tanto, la respuesta correcta es la (a).
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Problema 19, Probabilidad

Se arroja un dado tres veces. ;Cuadl es la probabilidad de que el producto de
los resultados sea par?

a) 1/8.
b) 1/3.
Q) 1/2.
d) 2/3.
e) 7/8.

Respuesta

Si cualquiera de los factores (tirada de un dado) es par, entonces el producto es par. Esto

es:
Dado; Dado, Dados Producto probabilidad

par par par — par (1/2)3=1/8
par par  impar — par (1/2)®=1/8
par  impar  par — par (1/2)3=1/8
par  impar impar — par (1/2)3=1/8
impar  par par — par (1/2)>=1/8
impar par impar — par (1/2)3=1/8
impar impar  par — par (1/2)3=1/8

impar impar impar — impar (1/2)®=1/8

De modo que existe un tinico suceso que da como resultado un producto impar (todos los
dados salen con algtn ntimero impar). La probabilidad correspondiente es 1/8 y, por lo tanto,
la probabilidad de que el resultado sea par es 1 —1/8 = 7/8. De este modo, la respuesta correcta
esla (e).
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Problema 20, Probabilidad

Para aumentar la confiabilidad de un sistema se colocan 4 componentes cum-
pliendo la misma funcién. Cada uno de los componentes tiene una confiabili-
dad de 0.9. ;Cual serd, aproximadamente, la confiabilidad del sistema con los
4 componentes en paralelo?

a) 0.9999.
b) 0.999.
c) 0.99.
d) 0.9.
e) 0.6.

Respuesta

La probabilidad de falla de cualquiera de los componentes es 0.1. A partir de esto debemos
hallar cual es la probabilidad de falla de todo el sistema.

Bajo la hipétesis de que cada componente falla independientemente del otro (esto no tiene
en cuenta lo que usualmente se conoce como la probabilidad de falla de modo comn), la falla
del sistema tinicamente se produce por la falla simultanea de todos los componentes. Esto se
debe a que, en un circuito conectado en paralelo, el sistema falla cuando fallan todas y cada
una de las ramas. Dada la hipétesis de independencia, esta probabilidad es simplemente el
producto de la probabilidad de falla de cada uno de los componentes. O sea:

p({falla, sistema}) = p({falla,1} A {falla,2} A {falla,3} A {falla4})
p({falla, sistema}) = p({falla,1}) - p({falla,2}) - p({falla,3}) - p({falla,4})
p({falla, sistema}) = p({falla,comp})* = 0.1 =0.0001

Luego, la confiabilidad del sistema es 1 — p({falla,sist}) = 0.9999. Por lo tanto, la respuesta
correcta es la (a).
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