Sistemas de coordenadas rotantes
R. O. Barrachina

Fue entonces cuando vi el Péndulo.

La esfera, colgando del extremo de un largo hilo sujeto de la béveda del coro, describia sus amplias oscilaciones con isécrona majestad.

Sabia, aunque cualquiera hubiese podido percibirlo en la magia de aquella pliacida respiracion, que el periodo obedecia a la relacion entre la
raiz cuadrada de la longitud del hilo y ese niimero m que, irracional para las mentes sublunares, por divina razén vincula necesariamente la
circunferencia con el didmetro de todos los circulos posibles...

Si hubiese permanecido alli a pesar del paso de las horas, ... habria caido victima de una ilusion: que el plano de oscilacion del Péndulo habia
completado un circulo completo, habia regresado a su punto de partida en treinta y dos horas, describiendo una elipse que rotaba alrededor de
su centro con una velocidad proporcional al seno de su latitud...

Yo sabia que la Tierra estaba rotando, y yo con ella, y Saint-Martin-des-Champs y todo Paris conmigo, y que juntos girabamos debajo del
Péndulo, cuyo propio plano nunca cambiaba de direccion, porque alla arriba, a lo largo de la extrapolacién infinita de su alambre, mas alla del
cielo del coro, mas alla de las mas distantes galaxias, se encuentra el Unico Punto Fi ijo en el universo, eternamente inmaovil.

Asf que no era tanto a la Tierra hacia la que yo dirigia mi mirada, sino a los Cielos, donde se celebraba el misterio de la inmovilidad absoluta.
El Péndulo me estaba diciendo que, siendo todo moévil, el globo, el sistema solar, las nebulosas, los agujeros negros y todos los hijos de la gran
emanacion césmica, desde los primeros eones hasta la materia mas viscosa, un solo punto era perno, clavija, tirante ideal, dejando que el universo
se moviese a su alrededor. Y ahora yo participaba en aquella experiencia suprema, yo, que sin embargo me movia con todo y con el todo, pero
era capaz de ver Aquello, lo Inmoévil, la Fortaleza, la Garantia, la niebla resplandeciente que no es cuerpo ni tiene figura, forma, peso, cantidad
o calidad, y no ve, no oye, ni esta sujeta a la sensibilidad, no esta en algiun lugar o en algun tiempo, en algun espacio, no es alma, inteligencia,
imaginacion, opinion, nimero, orden, medida, substancia, eternidad, no es tinieblas ni Iuz, no es error y no es verdad.

Fragmentos de “El péndulo de Foucault” de Umberto Eco
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1. Introduccion

Durante la primer Guerra Mundial tuvo lugar una muy extrana bata-
lla naval cerca de las Islas Malvinas. Unos cruceros ingleses rodearon a dos
acorazados alemanes. Cuando comenzé el fuego cruzado, las naves enemi-
gas se encontraban a unos 15 kilémetros de distancia una de otra. Pero,
todos los disparos erraban a los blancos por casi 100 metros. Nadie podia
comprender lo que ocurria. Después de disparar mas de mil canonazos, los
artilleros ingleses comenzaron a reajustar sus miras, logrando acertar unos
60 disparos directos, ganando asi la batalla. Ellos sabian muy bien que en
disparos de tan largo alcance, el movimiento de la Tierra no puede ser des-
preciado en el calculo de las trayectorias. De hecho, la Tierra “no” es un
sistema inercial. No sélo gira sobre su eje, sino que también se desplaza con
un movimiento acelerado. Aun se podria definir un sistema de referencia
inercial desde el cual describir el movimiento de un proyectil por medio de
la segunda ecuacién de Newton.

En ese sistema, la Tierra estaria girando con una velocidad angular igual a
una revolucion por dia. Sin embargo, en general se suele utilizar un sistema
de referencia no inercial fijo a la Tierra. A primera vista se podria pensar
que esta opcion es mas complicada. Sin embargo veremos que es posible re-
cuperar la segunda ecuacién de Newton, siempre que se tenga el cuidado de
incorporar algunas fuerzas ficticias. Los artilleros ingleses habian conside-
rado la accién de estas fuerzas, pero lo habian hecho mal. Habian olvidado
que una de esas fuerzas invierte su signo al pasar del hemisferio norte al
hemisferio sur.

2. Cambio de coordenadas entre sistemas rotantes

Consideremos un sistema de referencia arbitrario O’ que se mueve res-
pecto de un sistema inercial O. En el caso de la Tierra, este movimien-

to incluye —por ejemplo— su rotacion alrededor del Sol. También es posi-
ble, como de hecho ocurre con la Tierra, que el sistema de referencia no
inercial esté rotando respecto al sistema inercial. Consideremos primero es-
ta rotacién. El movimiento de traslacion lo analizaremos mas adelante, y
supondremos —por ahora— que los origenes de ambos sistemas de referen-
cia, inercial O y no inercial O’, coinciden. Un vector cualquiera q puede
representarse en cualquiera de ambos sistemas de referencia como

q = ka+Qy}A’+QZi:
= Qx’fc/+Qy’y,+q,z/i,~

En otro capitulo se estudian las ecuaciones de transformacion entre las co-
ordenadas y los versores de ambos sistemas, representadas por una matriz
ortogonal Apos. Supongamos ahora que este vector depende de un escalar
(por ejemplo, el tiempo t) y queremos calcular su derivada dq/dt. Pero,
i,como hacemos tal calculo? No parece una pregunta muy dificil de respon-
der. En principio significa derivar las coordenadas, (q¢z, gy, q-) 6 (¢, Gy'» 42 ),
respectivamente,

dg|  dgy _  dgy .  dg.
dto — at >t a ¥ a®
dq _ dqy o/ de’ ~/ dg. Y
o — At X T @Y e ®

Sin embargo, estas dos derivadas sdlo coinciden cuando ambos sistemas de
referencia no estan en movimiento relativo. Claramente, por la misma defini-
cion del sistema de referencia inercial, los versores X, ¥ y z pueden consi-
derarse fijos (a los efectos de un célculo cinemético). Pero si la matriz de
transformacion Apor depende del tiempo, entonces no es licito afirmar lo
mismo para los versores X', y' y 2z’ del sistema no inercial. Y por lo tanto,
el calculo debe incluir sus derivadas. Es decir

dq dg; . dgy .  dg. A> B

o (dtx+th+dtZ_
dg. de’ ., dgy A,> ( dx’ dy’ di’) B
(dt Xt Yt )T\ g T ) T
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dq

dt

+_( ax Ay dﬁ)
o T\E T T TE g )

Para completar esta relacion entre las derivadas en ambos sistemas de re-
ferencia, debemos calcular la derivada temporal de los versores X/, y' y z’.
Asi,

/

d o |- dAoor g | = dAoor , 3
at | 7, dt ) a 700 Y
Z Z Z

Analicemos ahora la matriz (dApo//dt) - Aoro. Dado que Agor - Aoro =Z,
resulta

dAoor
dt

dAo
“Aoo = —Aoor d(; 0 - —Af)/o‘(

dA00/>t L (dAoo'
dt N dt

Vemos que la matriz (dApo//dt) - Aoro es antisimétrica. Escribimos

dAoor 0wy —wy
T Aoo = | —wu 0wy |,
u}y/ —Wy! 0
de forma tal que

X/ 0 W, Wy X/
d | 7 # v )
- yl = —Wy 0 Wy y/
dt 5/ 5!
Z Wy —Wy/ 0 4

El vector & = wyX' 4+ wyy’ + w,2' es ni més ni menos que la velocidad
angular instantdnea entre ambos sistemas. Consideremos, por ejemplo, un
sistema de referencia rotado un édngulo ¢ alrededor del eje z = z’. En tal
caso, X' = cospx +singy e y = —sin¢gx + cos ¢y. Derivando respecto
de t obtenemos

dx’  do¢ Y

T (—singx +cospy) = % VvV =w.,y

Slwy =wy =0.

t
. AO/O) .

De manera similar, para una rotacién alrededor del eje y’ obtenemos,
dx’/dt = —w, 2', Y componiendo ambas rotaciones, obtenemos la expresion
anterior para una rotacién arbitraria, dX’/dt = w, ' — w, 2.

Reemplazando en una ecuacién anterior, obtenemos la relacion entre las
derivadas calculadas en ambos sistemas de referencia.

dq dq o
—| = —| +wXq.
dt o~ dt o q

Debe advertirse que no realizamos ninguna suposicion respecto del vector
q. Puede tratarse de -por ejemplo- un vector posicién, una velocidad 6 una
velocidad angular. Por lo tanto, la relacion anterior puede pensarse como

una relaciéon entre operadores, independiente del vector al que es aplicada.
dl d
dt|o  dt

Por ejemplo, podemos aplicarla en forma sucesiva para obtener la relacién

—

+ w X .
O/

entre las derivadas segundas,

d? d - d -
iy = (o 2) (@il 7) -
d? L d d@ . L
= @O,+2wx50/+ao/x+wx(wx )

Si lo aplicamos al vector posicién r = r(t) de una particula de masa m
sometida a una fuerza F', obtenemos la siguiente ecuaciéon de movimiento en
el sistema no inercial O’,

ldzr
= m|—

2
o dt

L4
ol dt

d2r

Femol
LT

Xr+ @ x (Jxr)

(oY (o4

Esta ecuacion nos permite resolver un problema mecédnico desde un sistema
de referencia no inercial, siempre que incorporemos tres fuerzas ficticias en
la segunda ecuacién de Newton,

d?r

m _
de?

=F+ Fcoriolis + Fcentrifuga + Faceleracién )

O/
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donde!
F coriolis =-2mud X1 Fuerza de Coriolis,
Feentrifuga = —md x (J xr) Fuerza centrifuga,
Faceleracion = mr X ")

Figura 1. Gaspard-Gustave de Coriolis nacié el 21 de mayo de 1792 en Paris,
Francia. Su padre, Jean-Baptiste-Elzéar Coriolis, capitan del ejército francés,
habia peleado en la campana norteamericana en el cuerpo de Rochambeau, y
debié huir a Nancy cuando la monarquia fue abolida el 21 de setiembre de ese
mismo ano. Coriolis pasé su infancia en esa ciudad. Después de estudiar en la
Ecole Polytechnique se gradud en la Ecole des Ponts et Chaussées de Paris. En
1829 ocupé un puesto de Profesor de Mecénica en la Ecole Centrale des Arts et
Manufactures. Debido a la huida de Cauchy tras la revolucién de julio de 1830,
se le ofrecié a Coriolis ocupar su puesto en la Ecole Polytechnique, pero el se
rehusé. Dos anos después acepté un puesto en la Ecole des Ponts and Chaussées
donde ensenaba Mecdnica Aplicada junto con Navier. A la muerte de éste en
1836 ocupé su catedra en la Ecole y también fue elegido para reemplazarlo en la
Académie des Sciences. En 1838 reemplazé a Dulong como director de estudios
de la Ecole Polytechnique. La mala salud que lo afligia desde su juventud lo
llevé a una temprana muerte el 19 de setiembre de 1843.

3. La fuerza de Coriolis

Junto con Poncelet y Navier, Gaspard-Gustave de Coriolis fue uno de
los creadores del concepto de “trabajo” que se analiza en otro capitulo. Sin
embargo, hoy es mas recordado por un tratado publicado en 1835 con el
nombre de Sur les équations du mouvement relatif des systémes de corps,
en el cual demostraba la presencia en sistemas rotantes de la fuerza ficticia
que hoy lleva su nombre, Foriolis = —2m & X T.

Rotacién
de la Tierra

Figura 2. Para comprender el origen de la fuerza de Coriolis es conveniente con-
siderar, como primer ejemplo, el movimiento de un satélite transpolar. Visto
desde un sistema inercial, este satélite describe un movimiento circular alrede-
dor de la Tierra, pasando por los polos. En una primera aproximacién, la tinica
fuerza aplicada sobre el satélite apunta hacia el centro de la Tierra. Sin embar-
go, un observador en la base norteamericana en el polo sur, vera que en lugar
de atravesar el cielo en una trayectoria rectilinea y uniforme, el satélite sigue
una trayectoria curvada hacia la izquierda. Por el contrario, un observador en
el polo norte vera que esta desviacion es hacia la derecha. Para poder explicar
este movimiento en base a la segunda ley de Newton, ambos observadores de-
beran suponer que esta trayectoria es el resultado de una fuerza aplicada sobre
el satélite. Esta es justamente la fuerza de Coriolis.
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3.1. Movimiento de proyectiles

Consideremos un objeto moviéndose sobre la superficie de la Tierra en
una colatitud #. Ubicamos los ejes de nuestro sistema de coordenadas no
inercial de la siguiente manera,

hacia el este,
hacia el norte,
hacia arriba.

N> <> K>

La velocidad angular es, entonces, & = w (sinf y + cos0z), y la fuerza de
Coriolis esta dada por

Feoriolis = —2m& X ¥ =2mw ((§cosh — 2sinf)x — & cosfy + @sinb z) .

Figura 3. Sistema de coordenadas relevante para la descripcién del movimiento
de un proyectil en una co-latitud 6.

Vemos que un proyectil moviéndose en direccion norte-sur, sufre una
desviacion este-oeste por accién de una fuerza igual a Feguons =
2mw gycosf x. Consideremos un proyectil moviéndose desde el sur hacia
el norte. En el hemisferio norte 0 < 6 < 7/2, y por lo tanto se desvia hacia
el este, mientras que en el hemisferio sur 7/2 < 6 < 7, y la desviacién
es hacia el oeste. En cambio, si el proyectil se mueve de oeste a este
obtenemos Fgiolis = 2mwi (—cosy +sinf z) = 2mws p, donde p es
la direccion radial en coordenadas cilindricas. Vemos que se produce una
desviaciéon norte-sur, tanto mds importante cuanto més cercano a los po-
los es el movimiento. El efecto combinado de estos dos procesos es que
un proyectil tiende a desviarse en sentido horario en el hemisferio norte,
y en sentido inverso en el hemisferio sur. El efecto anterior se observa
en el caso del movimiento de los vientos y en la formacién de ciclones.

—1\ \e—T(-

Cuando una region de baja presién atrae el aire circundante por accién del
gradiente de presién, el viento tiende a desviarse de su trayectoria, hacia la
derecha en el hemisferio norte, dejando la zona de baja presién a la izquier-
da. Eventualmente se alcanza un equilibrio entre la presién (representada en
azul en la figura anterior) que empuja hacia el centro de baja presion, y la

y Instituto Balseiro, Av. Bustillo 9500, R8402AGP San Carlos de Bariloche, Rio Negro, Argentina. (www.ib.edu.ar) 5/14



fuerza de Coriolis y la fuerza centrifuga (representada en rojo) que empuja
hacia fuera. El viento circula en una especie de tiovivo o calesita denominada
“ciclén”, a lo largo de una isobara, girando en sentido antihorario en el he-
misferio norte, con el centro de baja presion a la izquierda. Por el contrario,
el aire que circula cerca de un centro de alta presion crea un efecto inverso
al ciclén, y se denomina anticiclén. En casos extremos, se puede formar un
huracan.

Figura 5. En esta imagen satelital de un ciclén cerca de Islandia se observa su
sentido de giro antihorario.

En el hemisferio sur, el mismo efecto hace que el ciclén gire al revés
que en el hemisferio norte, es decir en sentido horario. En una escala ain
mayor, la fuerza de Coriolis produce que el aire que tiende hacia las zonas
mas calientes en el ecuador se desvie hacia el oeste en el norte y hacia el
este en el sur.

Figura 6. Ciclon cerca de la costa patagonica.

Una conocida leyenda urbana dice que al desagotar una banadera o un
inodoro, el agua gira en un sentido en el hemisferio norte, y en sentido
opuesto en el hemisferio sur, debido a la fuerza de Coriolis. Sin embargo, las
dimensiones involucradas son tales que la fuerza de Coriolis es muy pequena
en comparacién con las perturbaciones a las que esta sometido el flujo. De
hecho, la fuerza de Coriolis sdlo actiia a gran escala. Ciertamente no en
un drenaje, ni tampoco en el viento que sopla sobre la superficie. Inclusive
todavia se discute si tiene algtn efecto apreciable sobre los meandros que for-
man los rios. En cambio, es muy importante en meteorologia y oceanografia,
por ejemplo en la desviacién que produce sobre los vientos de altitud y las
corrientes oceanicas.

Imaginemos ahora que estamos en un planeta 1400 veces mas grande que
la Tierra. La velocidad de rotacién en el ecuador es 25 veces mayor, y por
lo tanto el efecto de la fuerza de Coriolis es comparativamente gigantesco.
Ese planeta es Jupiter, y tiene el mayor y més duradero anticicléon de todo
el sistema solar, la “gran mancha roja”. Esta peculiaridad de la atmosfera
joviana fue descubierta separadamente por los astréonomos Robert Hooke y
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Giovanni Cassini en 1660, aunque su explicacién tuvo que esperar hasta el 3.2. El problema de la torre
siglo veinte, y fue debida al astronomo Gerard Kuiper. Es méas grande que
la Tierra, esta ubicada en el hemisferio sur y gira en sentido antihorario, lo
cual nos dice que se trata de un sistema de alta presién. Su coloracién se
debe a distintas concentraciones de compuestos de fésforo y azufre.

Hacia fines del siglo XVII, Newton mantenia correspondencia con Robert
Hooke, secretario de la Sociedad Real?. En una de esas cartas, Hooke le pedia
opinién a Newton sobre una monografia suya, donde —entre otros temas—
trataba el problema de la rotacion de la Tierra. En su respuesta Newton
le dio una idea para probar este movimiento: La objecién clasica contra la
rotacion diaria de la Tierra era que un cuerpo que cae seria dejado atras por
la Tierra que sigue girando debajo de él, y por lo tanto deberia caer hacia
el oeste de la vertical. Pero nunca se ve que esto ocurra. Newton le sugirio a
Hooke que en realidad deberia ser al revés. La velocidad en la cima es mayor
que en la base, y por lo tanto un cuerpo en caida libre deberia aterrizar al
este de la vertical.

Figura 7. La gran mancha roja de Jupiter.

Neptuno también muestra un efecto similar. Se trata de su gran mancha
negra ubicada en el hemisferio sur.

Figura 9. Aunque se pensaba que este retrato representaba al botanista John
. Ray, la historiadora Lisa Jardine afirma que se trata de la tinica imagen cono-
Figura 8. La gran mancha negra de Neptuno. cida de Robert Hooke (18 de julio de 1635 - 3 de marzo de 1703).
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Vemos que esto es realmente asi, ya que desde un sistema no inercial fijo
a la torre, la fuerza de Coriolis estd dirigida hacia el este.

Fcoriolis = -2md X T =2mw \z|sm¢9§< .

Es muy instructivo analizar este problema desde un sistema de coor-
denadas no rotante. Puesto que la fuerza de gravedad es central, pode-
mos aplicar conservacién del impulso angular, ¢ = mF x 7. Obtenemos
¢~ m(R+z)v, donde z es la altura a la que se encuentra el cuerpo respecto
de la superficie de la Tierra, y v es su velocidad tangencial a lo largo de
una Orbita eliptica en un plano que forma un éngulo 6 con . Cuando el
cuerpo es soltado desde la cima de la torre, z = hy v = (R+ h)wsin 0. Esta
velocidad aumenta al caer el cuerpo como

1 (R+ h)?

= = inf .
! m(R+ z) Rtz 0%

De esta manera, la velocidad angular respecto del eje de la Tierra es

w(z):(R+:)sin9:<];j:}zL>2w' (1)

Vemos que esta velocidad angular se mantiene mayor que w en todo instante,
y por lo tanto el cuerpo se adelanta a la rotacion de la Tierra, cayendo al
este de la vertical. Reemplazando la altura z = h — gt?/2 en la ecuacién (1),
obtenemos

wit) = (mi—%)z

Puesto que gt?/2 varfa entre 0 y h, y h es mucho menor que el radio de la
Tierra R, podemos aproximar

9 .2
wt)~ 1+ =t ) w .
®) ( R
De manera que la desviacién = hacia el este es tal que

i(t) = [w(t) —w] Rsinf = gt>w sinh . (2)

Figura 10. Para reforzar su argumento Newton le envié a Hooke un dibujo
mostrando la trayectoria que seguiria el cuerpo como parte de una espiral que
termina en el centro de la Tierra. Hooke le contesté dias més tarde, haciéndole
ver, de la manera mas cortés posible, que en su opinién la trayectoria no deberia
ser una espiral sino algo parecido a una elipse. Podemos juzgar la impresién que
le causé a Newton esta correccién de Hooke por el hecho de que seis anos des-
pués recordaba esta correspondencia en detalle. Mas aun, treinta anos después,
todavia afirmaba que por esa fecha él ya habia alcanzado una clara compren-
sién del tema, y que lo que Hooke interpreté como una espiral se habia debido
en realidad —seguin sus propias palabras— a “un trazo negligente del lapiz”, olvi-
dando, tal vez, que en la carta el llamaba a la trayectoria, explicitamente, una
espiral.

Integrando respecto del tiempo, obtenemos

1
x(t) = ggt?)w sinf
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que podemos escribir de la siguiente manera alternativa
2 /1 4 t
x(t) = 3 <2gt2> wtsinf = ?ﬁ (h—2) T sin@ ,

donde T =~ 24 horas es el periodo de rotacién de la Tierra. De esta ma-
nera, cuando el cuerpo alcanza la base de la torre (z = 0) en el instante
ty = \/2h/g, la desviacién hacia el este es

z(ty) = 4% h %f sinf . (3)

Esta desviacién depende de la colatitud ¢ como z(ty) o sinf. Como
sin f es siempre positivo, al variar 6 entre 0° (polo norte) y 180° (polo sur),
vemos que la desviacion es siempre hacia el este, independientemente del
hemisferio donde se realize el experimento. Es maxima en el ecuador y nula
en los polos.

También podemos llegar al mismo resultado desde un sistema no iner-
cial. Usando la expresion de la Fuerza de Coriolis encontrada anteriormente,
obtenemos la siguiente ley de Newton para la desviacion hacia el este,
¥ = 2w |Z|sinf. Reemplazando 2 = —gt e integrando respecto al tiem-
po una vez, obtenemos #(t) = gt?w sinf, que es la misma expresién (2)
obtenida desde un sistema inercial.

Posiblemente, el mejor lugar que hubiese podido encontrar Hooke para
realizar este experimento hubiese sido la catedral de Saint Paul en Londres,
que se encuentra a una colatitud 6 = 38°28'. Si bien la ctipula se eleva hasta
una altura de 111 metros, es decir 365 pies (1 pie por cada dia del ano),
el domo interior tiene una altura de h = 68 metros. Al arrojar un cuerpo
pesado hacia el centro de la nave desde dicha altura, el tiempo de caida seria

ty = \/2h/g = 3.7 segundos, y por lo tanto

4 t .
x(ty) = % h ?f sinf ~ 4.2 x 68m x 8242%2 x 0.62 ~ 8 milimetros ,

que es una longitud demasiado pequena como para poder brindar un resul-
tado conclusivo, al menos en el siglo XVII.

A et W renes s A reiot: Ldlodd Goding b Qe of* rtbarertl Mo s % cnre - Frolidlr Tinte.

Figura 11. La respuesta de Newton a la segunda carta de Hooke fue seca y
cortante. Admitié su error, pero le indicé que, a su vez, él también estaba
equivocado, pues siendo la gravedad uniforme, la trayectoria no puede ser una
elipse, y le indicé como deberia ser esta trayectoria. Pocos dias después Hooke
le escribid, indicandole a Newton que nuevamente se estaba equivocando en
sus apreciaciones. Una segunda correccién ya era demasiado, y Newton deci-
dié interrumpir su correspondencia con Hooke. Dos semanas mas tarde, y sin
saber del enojo de Newton, Hooke le volvié a escribir una carta diciéndole que
habia realizado con éxito el experimento sugerido por Newton. La catedral de
Saint Paul es el mejor lugar de Londres que Hooke hubiese podido encontrar
para realizar este experimento. Sin embargo, Hooke debia estar alardeando y
en realidad no llegd a realizar el “experimento de la torre”.
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Figura 12. Jean-Bertrand-Léon Foucault nacié en Parfs el 19 de setiembre de
1819. Ya desde muy joven demostro tener grandes habilidades mecanicas. Sien-
do un adolescente construyé un bote, un telégrafo mecdnico y un motor a
vapor. Sin embargo, decidié estudiar medicina. jGrave error! Al poco tiempo
tuvo que abandonar sus estudios, ya que no soportaba la vista de la sangre,
y volvid a sus trabajos mecanicos, aunque de manera autodidacta. En 1850 la
Real Sociedad de Londres le otorgé la medalla Copley por sus trabajos sobre la
relacién entre energia mecanica, calor y magnetismo. En 1855 el Observatorio
de Paris creé una catedra de Fisica para el. En los tltimos anos de su vida se
convirtié en un catolico ferviente. Y justo cuando habia logrado montar un gran
laboratorio, lo sorprendié un ataque de paralisis que acabd con sus practicas
cientificas. Fallecié en Paris el 11 de febrero de 1868.

3.3. El péndulo de Foucault

Jean-Bertrand-Léon Foucault era un investigador con miltiples intere-
ses. Trabajé con Finch en los efectos de interferencia que afectaban los da-
guerrotipos. Con Regnault estudié la visién binocular. Y con Fizeau (1819 —
1896) logré tomar la primera fotografia del sol. Luego de acordar una com-
petencia amigable en pos de la medicién de la velocidad de la luz, Fizeau
lo logré en 1849 con el método de la rueda dentada, mientras que Foucault
alcanzo el éxito en 1851, utilizando un espejo rotante, tal como le habia suge-
rido Aragé. Estos fueron experimentos sorprendentes, ya que constituyeron
las primeras mediciones de la velocidad de la luz que no se basaban en
métodos astrondmicos, sino en equipos experimentales compactos. Ademéas
permitian determinar la velocidad de la luz en distintos medios transparen-
tes. También se debe a Foucault el invento del giroscopio. Sin embargo, el
experimento por el que mas se lo recuerda es el péndulo que lleva su nombre,
y con el que demostro la rotacién de la Tierra. Su modelo més perfecciona-
do es el que mont6 en 1851 en el Panteén de Paris, con una pesa de 28
kilogramos en el extremo de un cable de 67 metros de alto.

Este péndulo fue inventado por accidente. En 1848, Foucault estaba tra-
bajando una larga varilla de metal en su torno, cuando su extremo comenzé a
vibrar de arriba a abajo. Lentamente roté el portabroca en 90 grados. Pero
la vibraciéon se mantuvo en la misma direccién. Esto le parecié extrano.
Entonces colocé un pequeno péndulo en el extremo de una perforadora y
lo hizo oscilar. Entonces encendio la perforadora, pero el péndulo sigui6 os-
cilando en el mismo plano. Entonces decidi6é dar un paso mas, y construyé un
péndulo de 3 metros de largo con una pesa de 5 kilogramos. Antes de que su
movimiento se amortiguara completamente, pudo observar que el plano de
oscilacion parecia rotar en sentido horario. Convencido de que el efecto era
real, construyé un segundo péndulo de 11 metros de largo en el observatorio
de Paris. Este también rotaba en sentido horario. Finalmente, el gobierno le
pidié construir un péndulo “realmente grande” para la exhibicién de Paris
de 1850, para ser instalado en el Pantedn. Se puso gran cuidado en que
el cable de 67 metros fuese perfectamente homogéneo. Como peso se uti-
liz6 una bala de canén de bronce revestida en plomo de 28 kilogramos, con
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una aguja en el extremo que dejaba una marca sobre la arena que se habia
desparramado sobre el piso.

Figura 13. El dia de la inauguracién en el Panteén de Parfs, la bola en el ex-

tremo del péndulo se até a un lado con una cuerda, y con gran ceremonia se

la solté. La bola comenzé a dibujar una linea recta sobre la arena. Después

de varios minutos de suspenso, la gente comenzé a advertir que la linea se

comenzaba a ensancharse hacia la derecha, tomando la forma de una hélice.
Como el péndulo era muy largo, la componente vertical de la fuerza de Corio-
lis s6lo proporcionaba una muy pequena correccion a la fuerza de gravedad,
cuyo signo se alternaba con cada medio periodo. Ademas, teniendo en cuen-
ta que 2z ~ 0, resultaban las siguiente ecuaciones para el movimiento de la
pesa,

r = —%x—FwacosH,
. g .
iy o= —zy—2w$cos9,

cuya solucion es

= A cos (wpt) cos (wit) ,

= A sin (wopt) cos (w1t) ,

con wy = wcosf y w? = wi+g/l. En el instante inicial, el péndulo se encuen-
tra rotando en el plano x. Pero a medida que pasa el tiempo, el plano de os-
cilacién comienza a girar, y después de un tiempo igual a 1/4wy = 1/4w cos
estard girando en un plano perpendicular. Vemos que el periodo de giro del
plano de oscilacion no es exactamente igual a 12 horas, sino mayor, depen-
diendo de la colatitud 6 donde se instale el péndulo. En particular, a § = 45°
este tiempo es de aproximadamente 17 horas. Sélo en los polos, el periodo
de giro del plano de oscilacién es de 12 horas. Este experimento fue llevado
a cabo por primera vez en el invierno del ano 2001, en la base antartica de
Norteameérica en el polo sur, por Mike Town, estudiante de doctorado de la
Universidad de Washington, John Bird y R. Allan Baker de la Universidad
Estatal de Sonoma.

En la actualidad dos de los péndulos de Foucault mas conocidos son el
que funciona en la entrada de las Naciones Unidas en Nueva York, instalado
en 1955 como un presente Sr. H. Luns, Ministro de Relaciones Exteriores de
Holanda. El otro funciona en el Panteén de Paris, y es el péndulo original
de Foucault, reinstalado en octubre de 1995.

El impacto del experimento de Foucault fue enorme, ya que se referia a
uno de los problemas mas fascinantes de la Ciencia posterior al siglo XVII.
Una historia apdcrifa nos dice que cuando Galileo fue obligado a abjurar
de sus creencias ante la Inquisicién Romana murmuré “Eppur si muove”. A
pesar de su falsedad, esta frase tocaba la principal objecion al Sistema He-
liocéntrico. ;Como se puede probar que la Tierra realmente gira alrededor
de su eje y alrededor del Sol? El principal argumento conceptual contrario
al modelo Heliocéntrico radicaba en que las velocidades eran enormes. Por
ejemplo, siendo que la circunferencia de la Tierra en el ecuador es de apro-
ximadamente 40000 kilémetros, la velocidad de rotacién debia ser igual a
distancia / tiempo = 40000 km / 24 horas = 1670 km/hr. La velocidad de
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revolucién alrededor del Sol es ain mayor. El radio de la orbita terrestre es
de 1 unidad astrondmica, es decir R ~ 150,000,000 kilémetros. Esto hace
una circunferencia de 2rR =~ 942,000,000 kilémetros. Y como el tiempo
que tarda en completar una drbita es de 365.2422 dias (= 8766 horas), la
velocidad de revolucién es Distancia / Tiempo ~ 942,000,000 km / 8766
hr ~ 107,000 km/hr ~ 30 km/sec. En el tiempo que se tarda en leer esta
frase (digamos 10 segundos), la Tierra ha recorrido 300 kilémetros. ;Cémo
podia semejante efecto ser imperceptible? En comparacion, los medios de
movilidad mas rapidos de la época sélo podian recorrer unas pocas decenas
de kilémetros en una hora.

Uno de los primeros intentos por demostrar la revolucion de la Tierra
alrededor del Sol se bas6 en la mediciéon del paralaje estelar. La idea era
que en 6 meses, la Tierra se mueve unas 2 unidades astronémicas en el es-
pacio, y por lo tanto se deberian observar corrimientos en las posiciones de
las estrellas cercanas. Pero este paralaje no pudo ser observado. Esto fue
un duro revés para los defensores del modelo heliocéntrico, a pesar de que
ensayaron una justificacion al decir que las estrellas debian estar muy lejos
como para poder producir un efecto observable. De hecho, esto era cierto.
Todos los paralajes estelares son menores a un segundo de arco. El mayor
paralaje corresponde a Alfa Centauri, con 0.76 segundos. Por otra parte,
las mejores observaciones de la época correspondian a las mediciones a ojo
desnudo de Tycho Brahe, y alcanzaban entre 1 y 2 minutos de arco, es de-
cir aproximadamente 100 veces méas. La primera observacién de un paralaje
estelar fue realizada sobre la estrella 61 Cygni por el astrénomo Friedrich
Wilhelm Bessel, utilizando un telescopio. El paralaje de 61 Cygni es de 0.3
segundos. En la actualidad, es posible medir paralajes con una precisién de
1 microsegundo, utilizando técnicas interferométricas.

Sin embargo, la primera demostracion de la revolucion de la Tierra no
fue provista por la medicion de Bessel, sino por la observacién de la aberra-
cion de la luz estelar por James Bradley en 1728. El paralaje permaneceria
como una meta inalcanzable por otros cien afios, a pesar de que constituia
una de las grandes obsesiones de la astronomia de aquel periodo.

Pero el experimento de Foucault traia una nueva dimensién al problema.

No sélo demostraba que la Tierra estaba girando debajo del péndulo, sino
que por primera vez jlo hacfa en un cuarto cerrado!3

Figura 14. Nacido el 11 de julio de 1857 en Magheragall, Condado de Antrim,
Joseph Larmor pasé casi toda su vida en Cambridge, donde se gradud en 1880
y llegd a ocupar la silla Lucasiana en 1903, dejada vacante al fallecer Stokes en
febrero de ese ano. Al abandonar esa posicién en 1932 fue sucedido por Dirac.
Los ultimos anos de su vida los pasé en su pais natal, en Holywood, Condado
de Down, hasta su fallecimiento el 19 de mayo de 1942. Era timido y solitario
por naturaleza, solteréon empedernido, y de temperamento conservador. Se re-
cuerda que en 1920, siendo miembro del Consejo del Colegio St John, se opuso
a la instalacion de banos. Precisamente dijo: “Nos hemos arreglado sin ellos
durante 400 anos, ;porqué comenzar ahora?”

3.4. El efecto Larmor

Una particula de carga ¢ moviéndose en presencia de un campo
magnético B(r) experimenta una fuerza proporcional a su velocidad y per-
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pendicular a ella,
Fmagnética =q rxB.

Si consideramos el desplazamiento de esta particula, pero visto desde un
sistema de referencia rotante con velocidad angular &, tenemos que

Fmagnética =dq (I‘ +d x I‘) x B.

La ecuaciéon de movimiento de la particula en presencia de este campo
magnético y de una fuerza arbitraria f se escribe

mi = f+ Fragnética —2M& XT—md Xr— md X (J Xr)

= f—(¢B+2md)xir—mdxr— (B+md)x (3 xr).

Vemos que se da una interesante relacion, ya que la fuerza producida por
un campo magnético tiene componentes con precisamente la misma forma
que la fuerza de Coriolis y la fuerza centrifuga. Si elegimos

q

-__ 4y
w om

podemos anular el primer término, y reducir el ultimo a la mitad, resultando

f—ft IBxrg - <q)ZZB (B x r)
mi = =Bxr+ — (= X XT).
2 m \2

Consideremos ahora que el campo magnético es suficientemente débil, como
para que el término cuadratico sea despreciable frente a la fuerza aplicada
f. También supondremos que su dependencia temporal es suficientemente
suave como para poder despreciar el segundo término. Si se cumplen tales
condiciones obtenemos

mr ~ f .

Pero esta es justamente la ecuaciéon de movimiento en ausencia del campo
magnético. La conclusiéon que obtenemos de este resultado es que, visto des-
de un sistema inercial, el efecto de un campo magnético débil es producir

una lenta precesion de la trayectoria con una velocidad angular &. Esta
frecuencia angular,
qB

wi, =
2m

9

se denomina frecuencia de Larmor, en honor del descubridor de este efecto,
el fisico irlandés Joseph Larmor.

El efecto Larmor produce cambios observables en los espectros de
emision por atomos en presencia de campos magnéticos, debido a la mo-
dificaciéon que producen en los momentos angulares de los niveles atémicos.
Este cambio de las lineas espectrales se denomina “efecto Zeeman”.

4. Fuerza centrifuga

La fuerza centrifuga?,

Fcent rifuga

es normal tanto al eje de rotacion w como a la velocidad tangencial & X r.
Como ademas el signo es positivo, esta fuerza aparente es normal al eje de
rotacion y dirigida hacia afuera, de alli el nombre de centrifuga.

En la Tierra, esta fuerza es nula en los polos y maxima en el ecuador,
donde toma un valor de aproximadamente 0.0034 m / seg?. En realidad,
la diferencia entre la aceleracién de la gravedad en los polos respecto del
ecuador es aproximadamente de 0.052 m / seg?, lo que se debe a que la
Tierra no es una esfera perfecta sino que esta achatada en los polos. De he-
cho, el radio en el ecuador es aproximadamente 21 kilémetros mayor que en
los polos. Estos dos efectos no son independientes, ya que el achatamiento
de la Tierra en los polos es consecuencia de su rotacién. Ademsds, la fuerza
centrifuga produce una desviaciéon de la gravedad aparente en un angulo
igual a

__ Fhorizontal mw?rsinfcosd  wr

a = 53 ~ ——sinfcosf ,
Flertical mg — mw?r sin® 0 g
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que toma su valor maximo para 6 = 45°, y que es igual a aproximadamente
6 minutos de arco.

La Ciencia Ficcién ha utilizado repetidamente la idea de una nave o
una estacion orbital que, girando sobre su eje, puede producir un efecto de
gravedad aparente. Para que una estacion orbital de 100 metros de didmetro
(d) alcance una gravedad aparente de g = 9.8m/seg? en su periferia necesi-
tarfa girar con un periodo de aproximadamente T' = 2m+/d/2g = 14 segun-
dos. Es decir que deberia completar cuatro vueltas por minuto.

Notas

LA partir de este punto, comenzamos a utilizar una notacién muy usual,
v.g. da/dt =a

2Correspondencia entre Isaac Newton y Robert Hooke (1679-1680).

3Al afio siguiente, Foucault repiti6 el experimento, pero utilizando esta
vez un rotor muy masivo. jFoucault habia inventado el giroscopio!

4Aqui estamos usando la regla “BACa menos CABallo”, que permite
transformar un triple producto vectorial: Ax (Bx C) = B(A-C) —C(A-B).
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